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Die Bestimmung latenter Variablen: die
Hauptachsentransformation (PCA)!

U. Mortensen
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1 Ziel und Ansatz

Gegeben sei eine (m,n)-Datenmatrix X; einer allgemeinen Konvention folgend
reprisentieren die Spalten n Variablen, wihrend die Zeilen m ”Félle” (Personen
oder Objekte, an denen die jeweils n Messungen vorgenommen wurden) reprasen-
tieren. Der Psychologe Raymond B. Cattell? schlug zwei verschiedene Ansitze?
zur Analyse einer solchen Matrix vor: (i) die R- und die Q-Analyse. Bei der R-
Analyse liegt der Fokus auf der Analyse der Variablen, bei der Q-Analyse liegt
der Fokus auf der Analyse der Félle; das Interesse an dieser Analyse ergibt sich
aus der Frage nach der Existenz von Typen von Fillen. Diese beiden Analysety-
pen sind in der Literatur ausgiebig diskutiert worden, und die Diskussion soll hier
nicht in extenso vorgestellt werden. Vielmehr wird argumentiert werden, dass die
R-Analyse, basierend auf der Grundstruktur oder Singularwertzerlegung der (i.
a. spaltenzentrierten oder spaltenstandardisierten) Matrix X, die Resultate einer
Q-Analyse im wesentlichen bereits enthélt. Bei der Vorstellung der Analyse wird
dieser Punkt ausfiihrlicher kommentiert.

Das Ziel der Hauptkomponentenanalyse (PCA = Principal Component Ana-
lysis) ist, Messungen von n korrelierenden Variablen bei m Fillen (Personen oder
Objekten) durch < min(m, n) nicht-korrelierende ”latente”, d.h. nicht direkt ge-
messene Variablen zu interpretieren. Die Messungen werden in einer Die Elemente
x;; von X werden als spaltenzentriert vorausgesetzt, d.h. z;; = X;; — z;, X;; der
Messwert des i-ten Falls bei der j-ten Variable. Fiir den Fall, dass die Variablen
in verschiedenen Mafleinheiten gemessen werden ist es ratsam, zu standardisier-
ten Werten z; iiberzugehen, wobei z;; = z;;/s;, s; die Standardabweichung der
Messwerte fiir die j-te Variable. Die Matrix X geht dann in die Matrix Z = (z;;)
iiber.

Der Ansatz der PCA kann anhand des Falles n = 2 illustriert werden. Sind die
Messungen X1 und Xy korreliert, so ist die Konfiguration der Fille ”orientiert”,
d.h. der Regressionsparameter b in der Regressionsgleichung Xo = bX; + a +
e, wobei ¢ ein Fehlerterm ist, ist ungleich Null, vergl. Abbildung 1 (a). Nun
seien L1 und Lo zwei senkrecht aufeinanderstehende (”orthogonale”) Geraden, die
ein alternatives Koordinatensystem bilden. Die Projektionen der Punkte, die die
Fille repréisentieren, auf Ly seien ui1,...,un1, und die Projektionen der Punkte
auf die Achse Lo seien uqa, ..., Uma. Die Orientierung von L und damit — wegen
der geforderten Orthogonalitéit von L und Lo — Lo sei so gewihlt, dass die
Kovarianz und damit die Kovarianz — d.h. das Skalarprodukt der Vektoren u; =

(ulj, U4y -, umj)’, 7 =1,2 — der u;; und u;o-Werte gleich Null ist:
m
u{u2 == ullllg = Zuﬂuig = 0. (11)
i=1

2Cattell, R. B.(1943) The description of personality: Basic traits resolved into clusters. Psy-
chological Bulletin, 40(6), 372-419. doi: 10.1037/h0062649

3Tatséichlich betrachtete weitere Ansiitze, aber hier sollen nur die beiden Analysetypen be-
trachtet werden.



L1 und Ly reprisentieren dann voneinander unabhéngige latente Merkmale?. Der
Ubergang vom (X7, Xo- zum Ly, Ly)-System erfolgt durch eine Rotation der Ach-
sen bzw. der Konfiguration. Es kann dann gezeigt® werden, dass die Rotation der
Konfiguration auf unkorrelierte Achsen impliziert, dass L; diejenige Achse ist,
in Bezug auf die die Punktekonfiguration ihre maximale Ausdehnung hat, und
Lo ist die Orientierung der zweitmaximalen Ausdehnung. Diese Eigenschaften
von L1 und Lo setzen nicht die multivariate Gauf-Verteilung der Daten voraus.
Abbildung 1 (b) illustriert den Sachverhalt. W&hlt man L; und Ly als neues Ko-
ordinatensystem, so erhilt man als Repréisentation der Daten die Abbildung 1
(c). In diesem Koordinatensystem ergibe sich ein Regressionskoeffizient mit dem
Wert Null, da die Konfiguration nun ”achsenparallel” ist. Diese Betrachtungen
l&sst sich leicht auf n > 2 gemessene Variablen Xy, ..., X, verallgemeinern. Die
Verallgemeinerung gelingt leicht durch Anwendung der Vektor- und Matrixrech-
nung®.

Die Geraden Lj und Ly ergeben sich nicht durch Anwendung der Regressi-
onsrechnung. Im 2-dimensionalen Fall ergeben sich bekanntlich zwei Regressions-
geraden, wihrend es nur eine Gerade Lp gibt, die die Orientierung der maxi-
malen Ausdehnung der Konfiguration hat. Zu bestimmen sind also die Vektoren
uy,...,Uu,, deren Komponenten die Koordinaten der Punkte der Konfiguration
der Fille auf den Ly reprisentieren, k = 1,...,n. Die Frage, ob r < min(m,n) la-
tente Variaben geniigen, um die Daten zu reprisentieren mufl gesondert diskutiert
werden.

Natiirlich ist man nicht nur an einer Darstellung der Félle in einem laten-
te Variable abbildenden Koordinatensystem interessiert, dass primére Interesse
richtet sich oft auf eine Représentation der Variablen in einem entsprechenden
Koordinatensystem. Diese Darstellung ergibt sich aus den folgenden Betrachtun-
gen.

Der eben beschriebende Ansatz 148t sich auch anders formulieren: gesucht
sind orthogonale ”latente Vektoren” Li,...,L, derart, dass sich die Vektoren
z;, deren Komponenten die zentrierten oder standardisierten Messungen der j-
ten Variablen bei den ¢ = 1,...,m Féllen sind, als Linearkombination der Ly
darstellen lassen:

Z; = tlel + -4 tnjLn' (12)

Diese Gleichung entspricht einer Regressionsgleichung ohne Fehlerterm. Die Koef-

4Der Ausdruck ’unabhingig’ gilt allerdings nur umgangssprachlich und ist mit Vorsicht zu
gebrauchen, da Kovarianzen bzw. Korrelationen auch im Falle deterministisch abhéngiger Vria-
blen gleich Null sein kénnen, d.h. 'unabhéngig’ kann nicht ohne Weiteres mit ’stochastisch un-
abhéngig’ gleichgesetzt werden. Stochastische Unabhéngigkeit setzt die Wahl einer bestimmten
Verteilung aus der Menge aller Verteilungen voraus, insbesondere die Gauf3-Verteilung, die we-
gen ihrer speziellen Eigenschaften besonders beliebt ist. Eine Verteilung diesen Typs wird aber
im Folgenden nicht vorausgesetzt. Gleichwohl sollte man bei der Gleichsetzung von 'unabhéngig’
und "Korrelation gleich Null’ vorsichtig sein.

Setwa http://www.uwe-mortensen.de/LineareAlgebraNeua.pdf, Einfiithrung in die Vektor-
und Matrixrechnung fiir die multivariate Statistik, Abschnitt 3.1

5Eine Zusammenstellung der benétigten Elemente dieser Rechnung findet man im genannten
Skriptum zur Vektor- und Matrixrechnung.



fizienten t1;, ..., t,; sind, wie aus der Indizierung hervorgeht, variablenspezifische
Groflen, die wie die Ly zunéchst unbekannt sind und wie diese aus den Daten zu

schétzen sind. Fasst man die z; zu einer Matrix Z = [z, ..., 2,] zusammen und
die Ly zu einer Matrix L = [Ly,...,L,], so kann man den Ansatz (1.2) zu einer
Matrixgleichung

Z=LT (1.3)

zusammenfassen; hierin ist Z eine (m,n)-Matrix, L ist ebenfalls eine (m,n)-
Matrix, und 7 ist eine (n,n)-Matrix. Fiir z; kann man dann z; = Lt; schreiben,
wobei t; = (1, .. ,ty,; der j-te Spaltenvektor von 7" ist. Allgemein werden die
Spaltenvektoren von transponierten Matrizen mit einer Tilde gekennzeichnet. z;
ist also der i-te Spaltenvektor von Z’, d.h. z; ist der i-Zeilenvektor von Z. Analog
dazu ist L; der i-te Spaltenvektor von L'.

Um die Matrizen L und T zu bestimmen, miissen die oben in der intuitiven Be-
schreibung der PCA gemachten Annahmen formalisiert werden. Demnach miissen
die L orthogonal sein: sie sollen ja die Orientierung der paarweise orthogonalen
Geraden L1, ..., L, haben. Dariiber hinaus muf} die Matrix T spezifiziert werden.
Dazu muB man nur beriicksichtigen, dass der Ubergang von der Darstellung in
Abbildung 1 (a) zu Abbildung 1 (c¢) in einer Rotation der Punktekonfiguration
besteht, d.h. in eines Rotation jeden Vektors z; um einen bestimmen Winkel 6.
Transponiert man die Gleichung in (1.3), so erhélt man die Gleichung

Z'=TL, dh.z,=TL;, i=1,....,m (1.4)

Die Gleichung definiert die Transformation der Vektoren L; in die korresponieren-
den Vektoren z;. Diese Transformation soll also eine Rotation sein. Dies bedeutet,
dass T'T = I, I die (n,n)-Einheitsmatrix sein. Zusammenfassend kann man die
Annahmen in der Form

A1 Die latenten Achsen Lj gehen aus den Achsen X durch Rotation hervor,
d.h. V ist orthonormal,
A2 Die L und damit die Lj sind paarweise orthgonal, so dass

'L =diag(A1, -, An), Ak = LiLy = [T || (1.5)

zusammenfassen. Es sei daraufhingewiesen, dass fiir die Rotation kein Rotations-
winkel 6 angegeben wird; 6 wird implizit durch die Annahme A2 bestimmt. Es
zeigt sich ebenfalls, dass die in der oben dargestellen intuitiven Charakterisierung
aufgestellten Forderung, dass die Achse L die Orientierung der maximalen Aus-
dehung der Konfiguration der Félle haben soll, von den beiden Annahmen A1l
und A2 impliziert wird.

Es werden zunéchst die Vektoren z; und z; betrachtet:

z; = Ltj, ||Zj||2 = Z;-Zj = E]’L/LE]' = EjAEj (16)
7 = TL;, |#|?=22 =LTTL; =LL; = |Lj? (1.7)
Die Gleichung (1.7) zeigt, dass z; und L; dieselbe Lénge haben, was der Tatsache

entspricht, dass sie sich nur durch eine Drehung voneinander unterscheiden. Fiir
z; und L; trifft dies nicht zu.



Die Matrix T ergibt sich aus den Annahmen A1 und A2 wie folgt. Aus dem
Ansatz (1.3) ergibt sich wegen der postulierten Orthonormalitit von 7' durch
Multiplikation von rechts mit 7' die Beziehung

ZT =L, (1.8)

d.h. die latenten Vektoren Lj ergeben sich als Linearkombinationen der Spalten-
vektoren von Z. A2 liefert

T'Z'ZT = 'L = A = diag(\1,.. ., \), M= |[Lel 1<k <n (1.9)
Nach Multiplikation von links mit 7" ergibt sich
Z'ZT =TAN, Z'Zt, = \ty,. (1.10)

ty ist offenbar ein Eigenvektor von Z’Z, und )y ist der zugehorige Eigenvektor.
T und A sind die Matrizen der Eigenvektoren und der entsprechenden Eigen-
werte. Die Matrix T kann numerisch bestimmt werden, worauf hier nicht weiter
eingegangen werden muf}; und wegen (1.8) ist dann auch L gegeben.

Die Gleichung (1.9) liefert fiir den Spaltenvektor t; und den zugehorigen
Eigenwert A\ die Gleichung

(2 )t = N, k=1,....n (1.11)

Hélt man Ay, als konstante fest und bestimmt (1.11) das Ellipsoid & = {t|t'(Z'Z)t
A = konstant}. Die Ortientierungen der Hauptachsen dieses Ellipsoids werden
durch die Eigenvektoren t; bestimmt. t; liefert also die Orientierung der Haupt-
achse, die die maximale Ausdehnung der Punktekonfiguration der Fille, to lie-
fert die Orientierung der zweitgrofiten Ausdehnung, etc. (vergl. http://www.uwe-
mortensen.de/LineareAlgebraNeual.pdf, p.95). Jeder Punkt, der einen Fall re-
prasentiert, liegt auf einem fiir ihn charakteristischen Ellipsoids, alle Ellipsoide
haben dieselbe Orientierung.

Aus Z' = TL folgt z; = TL; bzw. T'z; = L;. Aus ZT = L folgt insbesondere
z/T = f;; und nach Transposition I:Z = T'z;. Multiplikation von rechts mit Af.;i
liefert

# TAL; = L AL,

Aber wie gerade gezeigt ist L; = T'z;, so dass wegen (??) z.TAT'z; = 7.7 Z7;
schliefllich o,
77/ 7% = LALi = ki, i=1,....m (1.12)

folgt. Dies bedeutet, dass einerseits jeder Fall, repréisentiert durch den Vektor
z; auf einem durch &, = {z|z'Z'Zz = ko;} definierten Ellipsoid liegt, und an-
dererseits auf einem in den latenten Koordinaten Lj definierten, achsenparalle-
len Ellipsoid &, = {y'Ay = ko;,y € R"}. Die Abbildung 3 illustriert diesen
Sachverhalt. Die Ellipsoide sind durch die Matrizen Z’Z bzw. A definiert und
ihre Existenz setzt nicht voraus, dass die Punktekonfigurationen ellipsoid sind.
Dies wire der Fall, wiren die Daten multivariat normalverteilt. Es ist durchaus

5



Abbildung 1: Konfiguration von Fillen im urspriinglichen Koordinatensystem:
Gewicht versus KorpergroBe (a). In (b) sind mogliche latente Variable einge-
zeichnet worden: Lq hat die Orientierung der maximalen Ausdehnung der Kon-
figuration, Lo ist orthogonal zu L; und représentiert die Orientierung mit im
allgemeinen zweitgrofiter Ausdehnung der Konfiguration. (c¢) zeigt die Konfigura-
tion im Koordinatensystem (L1, L2); die Koordinaten in diesem System sind die
Projektionen der Punkte im urspriinglichen System auf die Achsen Li und Ls.
Die Punkte werden durch Zahlen reprisentiert, um die Identifikation der Punkte
im rotierten System zu erleichtern. Der Ausreisser 22 wurde bei der Bestimmung
von Ly und Lo nicht beriicksichtigt, weil er wegen seiner Hebelwirkung (leverage)
die optimale Bestimmung dieser Achsen verhindert hétte.
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Abbildung 2: Punktekonfiguration und Ellipsen.

moglich, dass die Stichprobe der m Félle aus Teilstichproben aus verschiedenen
Subpopulatiionen zusammengesetzt ist und die entsprechenden Teilkonfiguratio-
nen unterschiedliche Orientierungen im (X7, ..., X,)-Koordinatensystem haben.
In den Beispielen in Abschnitt 3 wird diese Moglichkeit illustriert. Wenn die Ko-
varianzen und Korrelationen zwischen den Variablen berechnet werden, indem
iiber alle Félle in der Gesamtstichprobe gemittelt wird, so beziehen sich die El-
lipsoide stets auf die Gesamtstichprobe, weil sie eben durch X'X, Z'Z oder A
definiert sind.



Abbildung 3: Superponierte Punktekonfigurationen und Ellipsen
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Die folgenden Betrachtungen fiithren zu einer Représentation der Variablen
durch die latenten Variablen.

Singularwertzerlegung Die Bezichung Z = LT’ fiihrt auf die zentrale Glei-
chung der PCA. Dazu werde L normalisiert. Dazu werden die L, mit dem Faktor
1/||Ly|| multipliziert. Aber ||Ly| = vAx = AY/? Bezeichnet man mit A~/2 die
Diagonalmatrix diag(A\~1/2,.. ., )\51/2), S0 ist

Q=LA1/? (1.13)

die Matrix, deren Spalten die normierten Vektoren q,; = /\,;1/ 2Lk sind. So kommt
man zur Singularwertzerlegung oder SVD7

Z = QAT (1.14)

So, wie sich die Matrix T als Matrix der Eigenvektoren von Z’Z erwiesen hat,
ergibt sich Q) als Matrix der Eigenvektoren von ZZ’: es ist

727" = QAVPT'TAY?Q = QAQ'.

In @ stehen nicht alle Eigenvektoren von ZZ’, sondern nur die, die zu Eigenwer-
ten ungleich Null korrespondieren; die von Null verschiedenen Eigenwerte von

"= Singular Value Decomposition



Z'Z und ZZ' sind identisch. Die Diagonalelemente A,lc/ % von A2 heiBen auch
Singularwerte.

2 PCA

2.1 SVD und PCA

Die Beziehung (1.14) bietet zwei Moglichkeiten, Z zu beschreiben:

Z = LT, L=QA\? (2.1)

= QA, A=TA? (2.2)

Geht man von der Zerlegung Z = LT’ aus, so fokussiert man auf die Struktur
der Fille, da die L; der Forderung A3 geniigen. Betrachtet man die Zerlegung

Z = QA’, so fokussiert man auf die Struktur der Variablen, wie im Folgenden
spezifiert wird.

Es seien Ly und a; die k-ten Spaltenvektoren von L bzw. A:

Ly = (b, ok, bonie)' (2.3)
ar, = (ag, a2, ---san), k=1,...,n (2.4
Die iy, i = 1,...,m heiflen Faktorwerte (Faktor Scores) der Fille, und die ajj

heiflen Faktorladungen der gemessenen Variablen.

Faktorwerte: Es sei z; der i-e i-te Spaltenvektor von Z’, (d.h. der i-te Zei-
lenvektor von Z); die Komponenten von z; sind die (spalten-)standardisierten
Messwerte des i-ten Falles fiir die Variablen, und wegen ZT = L folgt®

n

ik = itk = > zijtyp = [|Zalll[tw] cos Oix. (25)
j=1

Der Faktorwert #;;, repriasentiert dem i-ten Fall auf der k-ten latenten Variablen
oder Dimension, etwa die Ausprigung des k-ten latenten Merkmals beim i-ten
Fall. Nach (2.5) ist ¢;; das Skalarprodukt des Vektors x; und des Vektors tg, also
der Messwerte des i-ten Falles in den Variablen und der Repréisentation der Va-
riablen auf der k-ten latenten Dimension. £;; ist maximal wenn X; und t; parallel
sind; dann ist der Winkel 6;;, = 0, die Komponenten von X; und t; unterscheiden
sich nur durch einen gemeinsamen Proportionalitdtsfaktor und x; liegt auf der
k-ten latenten Achse, und ¢;; = 0 wenn X; und t; orthogonal sind, wenn also
das Profil der Messwerte des i-ten Falls mit dem Profil der Représentationen der
Variablen auf der k-ten latenten Dimension gewissermaflen nicht korreliert.

Faktorladungen: Aus (2.2) folgt A = Z'Q, so dass das Element aj; von A durch

m
aji = zja, = ) zijdie = |25l cos g (2.6)
=1

8. http://www.uwe-mortensen.de/VektorenMatrizen2020.pdf, p. 19

8



Die Komponenten von z; sind die standardisierten Messwerte der Félle fiir die
j-te Variable, und die Komponenten von q;, sind die Repréasentationen der Fille
auf der k-ten latenten Variablen. Man kann die Ladung a;j, als Korrelation (bis
auf den Faktor 1/m) zwischen den Messwerten der Fille fiir die j-te Variable
und den Représentationen der Félle auf der k-ten latenten Dimension sehen. ajj
ist maximal, wenn der Winkel ¢, zwischen diesen beiden Vektoren gleich Null
ist; dann unterscheiden sich die Komponenten den Vektoren z; und q; nur durch
einen Proportionalitétsfaktor und der Vektor z; liegt auf der k-ten latenten Achse,
und a;, = 0, wenn z; und q; orthogonal sind.

Messwerte: Die Messwerte z;; (i-ter Fall, j-ter Test) sind Skalarprodukte von
Vektoren, deren Komponenten durch Werte der latenten Vareiablen definiert sind.
Es gilt

zij = q;a; = [|qlll|a;]| cos ¢ (2.7)
v

= Lit; = [|ILs][[1t;] cos &y (2.8)

q; und L, sind die i-ten Zeilenvektoren von Q bzw. L; sie repriisentieren den i-ten
Fall auf den latenten Dimensionen, und ’Ej und a; sind die j-ten Zeilenvektoren
von T bzw. A, sie reprisentieren die j-te Variable auf den latenten Dimensionen.
Die latenten Dimensionen oder Variablen beschreiben also Fille und Variablen
gleichermafen. cos ¢;; ist ein Ahnlichkeitsmaf fiir den i-ten Fall und den j-ten
Test: fiir ¢;; = 0 wird z;; maximal relativ zu den Léngen der Vektoren q; und
a;, etc. Der Vektor a; (oder t;) definiert eine bestimmte Orientierung und damit
eine bestimmte Gerade im Raum der latenten Variablen, auf dem die gemessene
j-te Variable und q; glelchermaﬁen liegen. Dieser Befund liegt nahe, die Vektoren
q; oder L, einerseits und die t bzw. a; andererseits simultan in einer Graphik
darzustellen. Das Resultat ist ein Biplot, auf den weiter unten zuriickgekommen
wird.

Varianzen der Faktorwerte: Da L'L = A = diag(\q, ..., \,) folgt
LiLp = [[Lel* =X, k=1,...,n (2.9)

Die Standardisierung der Datenmatrix impliziert, dass die Spaltensummen von Z
und damit die von L stets gleich Null sind®. Deswegen kann man L ||Ly[|> = L),
als Varianz der Abbildungen der Félle auf die k-te latente Dimension betrachten.

Ladungen und Korrelationen: Es ist - =-7'7Z = R die Matrix der Korrelationen
zwischen den Variablen. Aus Z = QA’ folgt dann

1 1 1
—7'7=R=—AQ'QA' = —AA'. (2.10)
m m m

Das Element in der u-ten Zeile und v-ten Spalte von AA’ ist gleich dem Skalar-

produkt der u-ten und der v-ten Zeile von A, d.h. von a, und a, (die Zeilen von
A représentieren die gemessenen Variablen, die Spalten von A représentieren die

9V& M, Abschn.



latenten Variablen). Wegen A = TAY? hat man ays, = tupv/ e und aps = tokv/Nes
so dass

Ty = Z)\ktuktvk = ||au||\|av|| COS QU (2.11)

e der Winkel zwischen den Vektoren a, und a,. Insbesondere erhilt man fiir
den Fall u = v die Beziehung

so dass (2.11) impliziert, dass

Tup = COS Qlyy (2.13)

Geometrische Implikationen und Anzahl der latenten Variablen: Der
Befund (2.12) bedeutet, dass die Variablen stets durch Punkte (Endpunkte von
Vektoren) auf einer Hyperkugel mit dem Radius 1 reprisentiert werden. Werden
die Daten durch nur zwei latente Variable definiert, so ist die Hyperkugel ein
Kreis, im Falle von drei latenten Variablen ist die Hyperkugel eben eine Kugel.
Besonders fiir niedrigdimensionale Losungen hat man damit einen raschen Test
zur Hand: liegen die die Variablen reprisentierenden Punkte auf einem Kreis, so
kann man von einer 2-dimensionalen Losung ausgehen, liegen dagegen einige der
Variablen deutlich innerhalb des Kreises, so wird man eine héherdimensionale
Losung akzeptieren miissen.

Es werde noch das Kreuzprodukt A’A betrachtet. Dieses Produkt ist gleich
der Matrix der Skalarprodukte der Spaltenvektoren von A, und da die Spalten-
vektoren von A orthogonal sind, hat man

N k# K
aka’f"{ lawll? = S0y M2 = M k=K (214

Fasst man dieses Ergbnis mit (2.9) zusammen, so hat man
1Lk ]2 = lla]® = A (2.15)

Da die L zentriert sind, ist Ay proportional zur Varianz der Faktorwerte der
Félle auf der k-ten latenten Dimension. Dass A; auch gleich der Quadratsumme
der Ladungen der Variablen auf Lj ist, bedeutet aber nicht notwendig, dass Ax
auch proportional zur Varianz der Ladungen ist, da die Ladungen nicht zentriert
sind.

2.2 Interpretationshilfen
2.2.1 Beitrige einer latenten Variablen

Es kann hilfreich sein, den Beitrag des i-ten Falles zu einer latenten Dimension
zu bestimmen. In ausgeschriebener Form gilt nach (2.15)

I Li]|* = Zgzk =

10



Der Beitrag des i-ten Falles zur Definition der k-ten latenten Dimension wird
dann definiert durch

G

N
Offenbar gilt 0 < B;, < 1und ), Bj, = 1. Je groBer By, desto mehr wird die k-te
Dimension durch den i-ten Fall bestimmt. Die Félle mit hohen B;;-Werten und
hohen negativen B;i-Werten definieren dann die Endpunkte der k-ten Dimension
und koénnen dabei helfen, eine inhaltliche Bedeutung dieser Dimension zu finden.

By = (2.16)

Ein weiteres Maf} ist der quadrierte Kosinus des Winkels zwischen dem Vek-
tor, der einen Fall représentiert, und der k-ten latenten Dimension. Diese Grofie
definiert die Bedeutung der k-ten latenten Dimension fiir den i-ten Fall. Der i-te
Fall wird durch den Vektor L; reprisentiert. ¢;; ist die Abbildung dieses Vek-
tors auf die k-te latente Dimension, und der Winkel zwischen L; und der k-ten
Dimension sei 6;;. Dann ist

cos? 0y, = (2.17)

Fiir ;5 = 0 ist cos® 6, = 1 und damit (2, = Hf;k\|2, man kann sagen, dass Ly
durch den i-ten Fall definiert wird (oder umgekehrt, dass der i-te Fall durch die
k-te latente Dimension bestimmt wird). Fiir 6;; = /2 ist cos 0;;, = 0 und L, steht
orthogonal zur k-ten latenten Achse, d.h. £;; = 0, so dass der i-te Fall nichts zur
Charakterisierung der k-ten latenten Dimension beitrigt, und umgekehrt diese
nichts zur Charakterisierung des i-ten Falles beitrégt.

Abbildung!

2.2.2 Abschitzung der Anzahl latenter Dimensionen

Wie schon angemerkt wurde haben Datenmatrizen im Allgemeinen vollen Rang,
d.h.numerisch gilt rg(Z) = min(m, n). Oft kann man aber vermuten, dass es nur
r < min(m,n) bedeutsame latente Variable gibt und min(m,n) — r der berech-
neten latenten Variablen nur ”Rauschen”, also zufillige Effekte abbilden.

Im Extremfall ist = 1; dann werden die Kovarianzen zwischen den Variablen
durch nur eine latente Variable erklart. Sowohl Fille wie Variable werden mit nur
vernachlédssigbaren Abweichungen auf einer Geraden repésentiert. Miissen zwei
latente Variablen angenommen werden, so liegen wegen (2.12) alle Variablen mit
nur vernachldssigbaren Abweichungen auf einem Kreis. Die Abweichungen liegen
stets innerhalb des Kreises, nie aulerhhalb. Stédrkere Abweichungen ins Innere des
Kreises legen dann nahe, dass zumindest fiir einige Variable eine oder mehrere
latente Variable eine Rolle spielen kénnten.

Generell kann man vermuten, dass sich ”"bedeutsame” latente Variable da-
durch auszeichnen, dass sie mehr zwischen Féllen und Variablen unterscheiden
als zufillige Effekte. Gleichung (2.15) legt dann nahe, als Maf fiir die Bedeut-
samkeit die Eigenwerte A\ zu wihlen: differenziert eine latente Variable Variable
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relativ stark zwischen den Fillen, so wird A entsprechend grofl sein. Die Ver-
mutung bzw. Hofffnung ist dann, dass zwischen der Grofle der Eigenwerte fiir
"bedeutende” latente Dimensionen und der fiir ”zufillige” latente Variable ein
deutlicher Unnterschied besteht. Diese Betrachtung der Eigenwerte ist der Scree-
Test.

Abbildung scree-Test

Varianten des Scree-Tests:

2.2.3 Statistische Inferenz

Es gibt grundsétzlich zwei Modelle, in Bezug auf die die Resultate einer PCA
interpretiert werden koénnen; es sind die aus der ANOVA bekannten Modelle:
(i) das "?Fized Effect Model” und (ii) das "Random Efffect Model”. ITm Fixed
Model wird die Stichprobe als die Population von Messungen betrachtet, die von
Interesse ist, wihrend beim Random Model die Daten eben als Stichprobe aus
einer grofleren Stichprobe betrachtet werden, auf die verallgemeinernd geschlossen
werden soll. Insbesondere sollen neue Messungen im Rahmen der Resultate fiir
die gegebenen Stichprobe diskutiert werden.

Das Fixed Effect Model: Die Matrix X kann auf der Basis der SVD iiber
die dyadischen Produkte der Spaltenvektoren von @) und T ausgedriickt werden,
denn die rechte Seite von X = QAY2T" ist dquivalent zu

n
X = Ulqltll + 02q2tl2 + -+ Unqnt% = ZO’qut;C or =\ Ak (2.18)
k=1

(2.18) kann benutzt werden, um den Wert des Ranges r von X abzuschétzen:
Terme mit ”hinreichend” kleinen Ai-Werten konnen u.U. vernachléssigt werden.
Man hat dazu den

Satz 2.1 (Satz von Eckart & Young) Die Approximation
T
X~ X =Q N T => Vrgty, r<n (2.19)
k=1

approximiert X im Sinne der Methode der Kleinsten Quadrate.

Beweis: Bekannt wurde diese Aussage (samt Beweis) durch die Arbeit von Eckart
& Young (1936); eine modernere Version des Beweises wird in http://www.uwe-
mortensen.de/VektorenMatrizen2020.pdf, Abschnitt 2.8.5 angeboten. O

Fiir 7 < n wird im Allgemeinen X, =# X gelten. Dazu sei F eine Fehlermatrix
derart, dass X
X=X,+F, (2.20)

12



d.h. E = X — X,. Man betrachtet dann die Residual Sum of Squares (RESS):
RESS = ||E|” = ||X — X,|”> = spur(E'E) = I, = »_ X (2.21)
k=1

(Vergl. V & M, Abschnitt 2.7.5)

Das Random Effect Model: Die Frage ist, ob die Ergebnisse fiir die Stichpro-
be auf eine Population generalisiert werden konnen. Eine M Moglichkeit, dies zu
tun, besteht in der Annahme einer multivariaten Verteilung fiir fiir Daten; iibli-
cherweise wird die multivariate GauB-Verteilung angenommen. Diese Annahme
muf} aber keinesfalls gerechtfertigt sein. Ein alternativer Ansatz besteht in der
Anwendung der jack-knife-Technik. Dazu wird, einer nach dem anderen, ein Fall
aus den Daten gestrichen und die Analyse fiir die restlichen Félle durchgefiihrt.
Anschlielend wird der herausgenommene Fall auf der Basis der Analyse vorherge-
sagt. Auf diese Weise werden die Daten eines jeden Falls auf der Basis der jeweils
iibrigen vorausgesagt. Die vorhergesagten Werte werden dann in einer Matrix X
zusammengefasst.

Die Qualitét des PCA Random-Effekt-Modells wird dann durch den Vergleich
von X mit den Matrizen X, (vergl. (2.19)) bewertet. Die kritische Grosse ist die
Predicted Residual Sum of Squares (PRESS). Man hat

PRESS = || X — X, |2 (2.22)

Die Qualitdt der PCA-Losung ist um so besser, je kleiner die PRESS-Groéfle ist.

2.2.4 Rotationen

Bei der Faktorenanalyse konnen latente Achsen (”Dimensionen”) rotiert werden,
um neue Achsen zu bestimmen, die besser interpretiert werden kénnen. Eine
PCA-Losung dagegen koénne nur rotiert werden, wenn auf die Unkorreliertheit
der rotierten Achsen verzichtet wird. Es zeigt sich aber, dass etwa im Variablen-
raum Rotationen zu interessanten Losungen fithren kénnen, wie das weiter unten
betrachtete Beispiel zeigt.

Es sei Z eine spaltenstandardisierte Datenmatrix, und

i _ 1/2t

\/EZ = QAT

sei die SVD von Z. Es sei A = TA'Y/2 die Matrix der Ladungen fiir die Varia-
blen. Die Spaltenvektoren t; von T' représentieren die Orientierungen, also der
Hauptachsen des durch die Matrix %Z’ Z = R definierten Ellipsoids, und die
Orthogonalitédt der t; bedeutet die Unkorreliertheit der durch diese Achsen re-
prisentierten latenten Variablen. Zur Erinnerung: A ist eine (n,n)-Matrix, deren
Zeilen die Variablen, die Spalten die Dimensionen reprisentieren. Man mochte
nun die Variablenvektoren rotieren. Dazu mufl man eine geeignete Rotationsma-
trix S derart, dass A’ = SA’. Damit die Darstellung von Z, Z = QAY2T’, nach
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wie vor gilt, mufl auch @’ analog transformiert werden; W’ = S’Q)’: jeder Vek-
tor q; wird in einen Vektor x; rotiert, w; = S’q;, i = 1,...,m, W = @QS. Dies
bedeutet )
—7Z=QSS'A =QSA'=WA, W=@QSs 2.23
Tt =0 Q , Q (2.23)
Es ist
WW=S8QQS=58S=1, (2.24)

d.h. die Spaltenvektoren von W sind ebenfalls orthonormal. Fiir die Matrix A
der rotierten Achsen ist .
A=AS" (2.25)

Nach Gleichung (2.10), Seite 9, gilt Z’Z = AA’. Fiir A erhilt man

AA = AS'SA = AA = 7'7, (2.26)

d.h. es gilt wieder é;-ék = z}zk = ;. Wéhrend aber A’A = AVZVIVAY2 = A st
— d.h. die Spaltenvektoren von A sind orthogonal — findet man

A'A=SA'AS = SAS, (2.27)

d.h. die Spaltenvektoren von A sind nicht mehr orthogonal.

Davenport und Studdert-Kennedy (1972)!° analysierten die #sthetischen Ur-
teile des Kunstkritikers Roger de Pile iiber 56 Maler, von Albani, Diirer, Veronese,
Holbein, Rembrandt, Rubens, Titian bis Van Dyck, Vanius und den Zuccaros, die
de Pile Jahr 1743 notierte; diese Ratings liefern méglicherweise auch Informatio-
nen iiber die Kunstrezeption in der Mitte des 18-ten Jahrhunderts. Monsieur de
Pile "ratete” die Maler in bezug auf vier Merkmale: ” Komposition”, ” Zeichnung”,
"Farbe” und ” Ausdruck”, d.h. er schitzte die Maler beziiglich dieser Merkmale
auf einer Skala von 0 bis 20 ein; die Ratingskala ist also keine Erfindung neuzeit-
licher Psychologen'!!.

Die Korrelation zwischen den Merkmalen 'Komposition’ und ’Farbe’ betrigt
nach Tabelle 1 r = .097, — man kann r = .00 annehmen, d.h. die Beurteilungen
Maler beziiglich dieser beiden Merkmnale sind unkorreliert. Es liegt dann nahe,
diese beiden Merkmale als neue Bezugsmerkmale, also als ”latente” Variable zu
wéhlen. Die iibrigen Merkmale lassen sich als Linearkombination dieser beiden
neuen Variablen darstellen. Dies bedeutet eine Rotation der urspriinglichen la-
tenten Achsen um einen bestimmten Winkel. Die Projektionen der Variablen auf
diese neuen Achsen werden nicht mehr unkorreliert sein.

Analoge Betrachtungen gelten, wenn allgemeine Rotationsstrategeien wie die
Varimax-Rotation auf die Variablen angewendet werden.

"Davenport, M., Studdert-Kennedy, H. (1970) Use of orthogonal factors for selection of va-
riables in a regression equation. Appl. Statist. 21, 324-333. Dem Titel entsprechend diskutieren
die Autoren die Anwendung der Hauptachsentransformation (Principal Component Analysis -
PCA) im Rahmen eines Regressionsproblems. Es sollen optimale Préidiktoren fiir die Ratings
gefunden werden.

"Eine ausfithrliche Diskussion dieser Daten findet man unter http://www.uwe-
mortensen.de/fakanalysews0506b.pdf.
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Tabelle 1: Merkmalskorrelationen und Faktorladungen

Korrelationen zwischen den Merkmalen
H Kompos. | Zeichn. ‘ Farbe ‘ Ausdruck
Kompos. 1.00 415 -.097 .656
Zeichn. 415 1.00 -.517 .575
Farbe -.097 -.517 1.00 -.209
Ausdruck .656 575 -.208 1.00
de Piles Asthetik: Ladungen beziiglich der Hauptachsen
Merkmal | 61 | ¢ | ¢35 | 2!
Kompos. A48 =37 .78 .10
Zeichn. 42 .19 -.28 .84
Farbe -.38 -.85 -.21 31
Ausdruck .66 -.33 -.31 -.43
kum. Varianz 55.95 84.48 | 93.59 100.00

Abbildung 4: Faktorladungen fiir de Piles Merkmale von Gemélden: (a) von Ko-
varianzen, (b) von standardisierten Werten

(@ (b)
D

Zeichnung

0,2 - 0,84 Farbe

0,64

00 ' DI Komposition

-0,4 -0,2 L0 0,2 0.4 0,6 0. 0.4
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Ausdruck Ausdruck 0,24
.
0,44 " o
Komposition T e B ool 5e o5 os o
20,61 . .24
) = Zeichnung
0.4
0,8
Fa-rbe Analyse der Kovarianzen -0.69

Davenport & Studdart-Kennedy

-1,0- -0,8

3 Beispiele

3.1 R.A. Fishers Iris-Daten

R. S. Fisher publizierte 1936 eine Methode zur Klassifikation von Objekten, die
Diskriminanzanalye, die er an einem mittlerweile berithmten Datensatz aus der
Botanik illustrierte: es sind Messungen an der Pflanze [Iris. Tabelle 2 zeigt zur
Illustration einen Ausschnitt aus diesem berithmten Datensatz. Es gibt vier Va-
riablen: Die Kelchblatt (sepal)- sowie die Bliitenblatt (petal)-Linge sowie die
entprechenden Breiten in cm, und drei Kategorien (Arten: setosa, versicolor und
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virginica). Fiir jede dieser Arten gibt es fiinzig Fille, so dass die Tabelle insge-
samt 150 Fille enthélt. Die Daten sollen hier einer PCA unterzogen werden. Da

Tabelle 2: Fishers Irisdaten
Sepal Length Sepal Width Petal Length Petal Width  Species

1 5.1 3.5 14 0.2 setosa

4.9 3.0 1.4 0.2 setosa

3 4.7 3.2 1.3 0.2 setosa

50 5.0 3.3 1.4 0.2 setosa
51 7.0 3.2 4.7 14 versicolor
52 6.4 3.2 4.5 1.5 versicolor
53 6.9 3.1 4.9 1.5 versicolor
100 5.7 2.8 4.1 1.3 versicolor
101 6.3 3.3 6.0 2.5 virginica
102 5.8 2.7 5.1 1.9 virginica
103 7.1 3.0 5.9 2.1 virginica
150 5.9 3.0 5.1 1.8 virginica

die erste Dimension so gewéhlt wird, dass die Varianz der Abbildungen der Félle
auf die korrespondierende Achse maximal ist, kann untersucht werden, ob diese
Erste Achse auch eine Differenzierung zwischen den Irisarten liefert.

Es wird oft stillschweigend angenommen, dass die Stichprobe der Félle ho-
mogen ist in dem Sinne, dass sich die Ergebnisse der Analyse fiir Teilstichpoben
der Stichprobe nnur zufillig voneinander unterescheiden. In diesem Fall ist aber
schon aus der Fischerschen Untersuchung (1936) bekannt, dass sich die drei Arten
unterscheiden, d.h. die Punktekonfiguration der Félle besteht aus Teilkonfigura-
tionen, die sich duch geeignet gewéahlte Hyperebenen separieren lassen; Fishers
Lineare Diskriminanzanalyse (LDA) wird an anderer Stelle vorgestellt. Dieser
Befund legt nahe, dass sich die PCAs fiir diese Teilpopulationen voneinander un-
terscheiden. Geht man also gewissermaflen naiv an die Daten heran, so findet sich
fiir die Gesamtstichpobe stets ein Ellipsoid, dass die Gesamtstichprobe im Sinne
der Abbildung 3 beschreibt. Die Analyse der Gesamtstichprobe kann sich von den
Analysen der Teilstichproben unterscheiden. Diese Teilmengen sind zun#chst jede
fiir sich mit einer PCA analysiert worden. Die Abbildung 5 zeigt die Resultate der
Einzelanalysen.'? Die Scree-Plots (Eigenwerte versus Rangplatz der Eigenwerte)
fiir die drei Arten legen nahe, dass zwei latente Dimensionen einen gute Appro-
ximation an die Daten liefern (die Werte in den Klammern sind die prozentualen
Anteile einer Dimension an der Gesamtvarianz). Die Plots der Faktorwerte (F-

12Berechnungen in ProbierScriptDiscrim-R
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Abbildung 5: PCA Iris-Daten, Einzelanalysen (standardisierte Daten)
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Scores) zeigen, dass die Orientierungen der Konfigurationen der Félle jeweils mit
der der ersten latenten Dimension iibereinstimmen, — dies entspricht dem Ansatz
der PCA, als erste latente Dimension die Orientierung mit der maximalen Vari-
anz der Abbildubngen der Félle zu wéhlen. Die Struktur der Variablen ist aber,
wie die Faktorladungen der Variablen fiir die drei Klassen von Iris zeigen, fiir
jede der drei Arten spezifisch. Wihrend alle Variablen (petal width, petal length,
etc) auf der ersten latenten Dimension nahezu identische Ladungen zeigen, va-
rileren die Ladungen auf der zweiten latenten Dimension; sogar die Reihenfolge
der Abbildungen auf die zweite Achse variiert von einem Iristyp zum anderen.

Fasst man die Daten fiir die einzelnen Arten zu einer Gesamtstichprobe zu-
sammen, so ergibt sich das in Abbildung 6 gezeigte Bild, falls die Daten nur zen-
triert werden. Die erste latente Dimension separiert im Wesentlichen die drei Klas-
sen setosa, versicolor und virginica, und die Faktorladungen fiir die vier Variablen
unterscheiden sich von denen fiir die einzelnen Klassen, — was nicht verwunderlich
ist, die Faktorladungen fiir die Gesamtstichprobe ergeben sich aus einer Art Mit-
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telung tiber die Einzelstichproben. Bemerkenswert ist, dass sich die Gruppe der
setosa-Pflanzen so deutlich von den beiden {ibrigen Arten versicolor und virginica
unterscheidet, die zwar auch separate, aber gleichwohl dicht beieinander liegen-
de Cluster bilden. Es ist die Trennung von setosa einerseits und versicolor und
virginica andererseits, die die erste latente Dimension definiert. Die erste Reihe

Abbildung 6: PCA Iris-Daten (zentriert)

Faktorwerte (zentr. Daten) Faktorladungen (zentr. Daten)
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Nummer Eigenwert

zeigt die Darstellung der Fille der drei Gruppen in einem 2-dimensionalen laten-
ten Koordinatensystem. Die erste Achse entspricht der grofiten Ausdehnung der
Punktekonfiguration. Die zweite Reihe zeigt die Faktorladungen der vier Varia-
blen sepal und petal length und sepal und petal width. Hier zeigen sich deutliche
Unterschiede zwischen den drei Arten Setosa, Versicolor und Virginica. Die letzte
Reihe zeigt den Verlauf der Eigenwerte fiir die drei Arten. Die erste latente Va-
riable ”erklért” demnach den gréflen Teil der Varianz, wihrend die zweite latente
Variable zumindest dem Kaiser-Kriterium zufolge nur noch eine grenzwertige, im
Falle Versicolor gar keine erkldrende Funktion fiir die Erklarung der Daten hat.

Abbildung 7 zeigt die Resultate einer PCA, wenn iiber alle drei Klassen gewis-
sermassen gemittelt wird. Die Faktorwerte zeigen eine deutliche Separation der
drei Iris-Klassen, auch wenn die Abbildungen der Punkte auf die die erste latente
Achse fiir die Klassen Versicolor und Virginica gewisse Uberlappungen zeigen.
Deutlich wird die Klasse Setosa von den beiden iibrigen Klassen getrennt. Die
FEigenwerte zeigen, dass die Losung maximal 2-dimenional ist; nach dem Kaiser-
Kriterium ist die zweite Dimension kaum noch von Bedeutung. Von Interesse
sind ebenfalls die Faktor-Ladungen. Die Struktur der Ladungen entspricht kei-
ner der Strukturen in den Einzelanalysen, man kann sagen, dass sie ein Artefakt
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Abbildung 7: PCA der standardisierten Irisdaten
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Tabelle 3: Matrix der Korrelationen
Sep. length  Sep. width  Pet. length Pet. width
sep. length 1.000
Sep. witdth =117 1.000
Pet. length .871 -.428 1.000
pet. width -.818 -.366 962 1.000

der Zusammenfassung der Daten ist. Dieser Befund wirft ein Schlaglicht auf die
“naive” Interpretation von Analysen, die die Homogenitdt der Stichprobe von
Féillen unterstellen. Allerdings kann die nihere Betrachtung der Konfiguration
der Fille moglicherweise Hinweise auf die Existenz verschiedenere Klassen von
Féllen geben.

3.2 Die Analyse von Schilddriisengeweben

In der Medizin miissen vielfach Gewebeproben klassifiziert werden. Fiir diese Auf-
gabe kénnen OCT-Bilder (OCT — Optical Coherence Tomography) hilfreich sein.
Bei dem hier betrachteten Gewebeproben handelt es sich um Schilddriisengewe-
be. Die OCT-Bilder sind 2-dimensional. Es wurden 1-dimensionale Profile der
Bilder angefertigt, die den Helligkeitsverlauf der Bilder iiber 190 bis 200 Pixel
beschreiben. Die Frage war, ob diese Profile die fiir die Klassifikation notwendige
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Abbildung 8: Mittlere Helligkeiten (Profile) und Standardabweichungen (rechte
Skala) von OCT-Bildern (Schilddriisengewebe)
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Information enthalten. Dementsprechend gibt es 192 Priadiktoren (Pixel), deren
Helligkeitswerte als Priadiktorwerte in die Analyse eingingen.

Man kann fragen, wieviele Dimensionen zur Beschreibung der Profile {iber-
haupt benotigt werden, und ob die PCA eine gewisse Trennung der Gewebetypen
liefert, — schlieBlich soll die erste latente Dimension maximal zwischen den Féllen
trennen, und falls die Fille dem Gewebetyp entsprechend Cluster bilden, kénnte
es sein, dass zummindest die erste latente Dimension zwischen den Typen AT,
TT, PT und LN diskriminiert. Insgesamt standen 291 ”Félle”, d.h. Gewebepro-
ben zur Verfiigung: 26 Félle fiir die Kategorie AT, 102 fiir die Kategorie TT, 89
fiir die Kategorie PT und 74 fiir die Kategorie LN.

Abbildung 8 zeigt die mittleren Profile und die Standardabweichungen pro
Pixel. Die Abbildung 9 zeigt, dass sich die Profile hauptséchlich im Bereich 0 bis
50 Pixel unterscheiden; Beurteiler werden also insbesondere auf diesen Bereich
fokussieren.

Die PCA ist einmal fiir zentrierte, und einmal fiir standardisierte Daten ge-
rechnet worden. Die zentrierte Losung macht insofern Sinn, als alle Bewertungen
auf demselben Skalentyp abgegeben wurden. Allerdings kénnen die Variablen ver-
schiedene Varianzen haben, was sich auf die Faktorwerte (Gewebeproben) ebenso
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Abbildung 9: Mittlere Helligkeitsprofile (Schilddriisengewebe)
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wie auf die Faktorladungen (Pixel)auswirken kann.

Abbildung 10 zeigt die Ergebnisse fiir die zentrierten Daten. Der Plot der
Faktorwerte zeigt zwei Cluster, die die erste latente Variable definieren. Aller-
dings sind die Cluster nicht durch die Gewebetypen AT, T'T, etc definiert, beide
Cluster bestehen aus Mischungen dieser Typen. Es ist nicht klar, worin der Unter-
schied zwischen den Elementen des kleineren Clusters einerseits und des grofleren
Clusters andererseits ausmacht. Die beiden ersten latenten Variablen erklédren
iiberdies nur ca 67% der Gesamtvarianz, und es ist nicht klar, ob die restlichen
33% nur ”"Rauschen” bedeuten. Interessant ist der Verlauf der Ladungen fiir die
”Variablen”, also den Pixeln. Die Ladungen fiir die ersten 50 Pixel unterschie-
den sich deutlich voneinander, im Vergleich zu den Ladungen der restlichen 120
Pixel. Die mittleren Helligkeitsverldufe legen nahe, warum dies so ist. Wahrend
in Ladungen I die Ladungen der Pixel als Koordinaten der Pixen auf den la-
tenten Dimensionen aufgetragen wurden, werden in Ladungen II die Ladungen
auf der ersten und der zweiten latenten Dimension gegen die Pixel selbst aufge-
tragen. In (b) sind zusétzlich noch die Ladungen fiir die Dimensionen 3 (griin)
und 4 (schwarz) aufgetragen worden. r Beitrag dieser Dimensionen ist offenbar
geringer als der der ersten beiden Dimensionen, scheint aber noch hinreichend
systematisch zu sein um die Vermutung zu rechtfertigen, dass diese Dimensionen
nicht nur Rauschen abbilden. Abbildung 11 zeigt die Ergebnisse fiir die standar-
disierten Daten. Die Inspektion der Variananteile zeigt, dass die erste Dimension
im Vergleich zu den Ubrigen eine sehr viel dominantere Rolle zu spielen scheint.
Zusammen erkliren die beiden ersten Dimensionen ca 81% der Varianz in den
Daten. Davon abgesehen zeigt sich die Aufspaltung zwei von den Gewebetypen
unabhéngige Cluster, wie schon bei den zentrierten Daten. Der Verlauf der Fak-
torladungen unterscheidet sich allerdings vom Verlauf bei den zentrierten Daten:
Die Ladungen fiir die Dimension 1 streben gegen 1 und nicht, wie bei den zen-
trierten Daten, gegen Null. Die Darstellung des Biplots ist allerdings nicht ganz
korrekt, weil sowohl die Faktorwerte wie die Faktorladungen eingezeichnet wur-
den, — es geht bei der Darstellung mehr um das Prinzip des Biplot. Was sich
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Abbildung 10: Schilddriisendaten: erklirte Varianz, zentr. Daten
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allerdings vermuten lé8t, ist, dass das kleine Cluster durch Abweichungen in den
hoheren Pixelbereichen erzeugt wird.

4 PCA und Faktorenanalyse

4.1 Die Annahmen

Bei der Faktorenanalyse wird angenomnen, dass die zentrierten Datenvektoren
x; sich (i) als Linearkombinationen ”gemeinsamer Faktoren” Fy, k = 1,...,r,
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Abbildung 11: Schilddriisendaten: erklirte Varianz, stand. Daten
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sowie eines jeweilig ”spezifischen Faktor”’ e ergeben:
Xj:bljF1+"'+berr+ej7 i=1....n (41)

wobei die Fi1,Fo,...,F, hypothetische, unkorrelierte ”Faktoren”, also latente
Grofien sind, und die bj, sind Gewichte, mit denen die Faktoren in die j-te gemes-
sene Variable eingehen. Die x; werden explizit, ebenso die Fy, als Zufallsvektoren
aufgefasst. Es sei F = [F1,Fo, ..., F,]; dann kann der Ansatz in Matrixform ge-
schrieben werden:

X=FB'+e (4.2)

Annahmen:
E(e)=0, E(F)=0, E(F'F)=1I, E(X)=0. (4.3)
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Es werde insbesondere X = Z gesetzt, d.h. es werden standardisierte Messwer-
te betrachtet. Dann ist %Z’ Z = R die Matrix der Korrelationen zwischen den
Variablen. Der Anstz (4.2) impliziert dann

mR = (FBA' +e)(FB'+e) = BF'FB' + +BF'e+ e FB +¢é'e (4.4)
Die Komponenten von e werden als statistisch unabhéngig angenommen, so dass

e'e = diag(e?, ..., e2). (4.5)

’r n

Weiter wird angenommen, dass die Fehler und die Faktoren statistisch unabhéngig
sind, so dass AF’e = 0 und €' F B’ = 0. Dann resultiert

1
—E(Z'Z) = R= BE(F'F)B' +€'e = BB + ¢e, (4.6)
m

Diese Gleichung wird gelegentlich als Fundamentaltheorem der Faktorenanalyse
bezeichnet. Fiir r;; ergibt sich

T
rij =Y b+ € (4.7)
k=1
Hierin ist .
h? = Z b2, (4.8)
k=1

die Kommunalitit; die Kommunalitét ist derjenige Anteil an 7;;, der auf die
gemeinsamane Faktoren zuriickgefithrt werden kann, wihrend e? der Anteil ist,
der auf den spezifischen Faktor in der j-ten Variablen zuriickgeht. Wegen r;; = 1
folgt

h+ef=1. (4.9)

Oft wird die zusétzliche Annahme gemacht, dass die Daten multivariat Gauf3-
verteilt sind. Diese Annahme — falls sie gerechtfertigt ist — erlaubt die Anwendung
der Maximum-Likelihood-Methode zur Schitzung der freien Parameter.

4.2 Approximation: die Hauptkomponentenanalyse

Vergleicht man den auf der SVD beruhenden Ansatz der PCA mit dem der Fak-
torenanalyse, so fillt auf, dass der wesentliche Unterschied zwischen dder PCA
und der Faktorenanalyse (FA) darin besteht, dass bei der FA die spezifischen
Faktoren und damit die Kommunalitdten der Variablen eingefiihrt werden. Oft
wird angefiihrt, dass die FA ein Modell, die PCA dagegen nur eine Beschrei-
bung der Daten sei. Man muf} allerdings bedenken, dass auch die PCA auf einer
zentralen Annahme beruht, némlich dass sich die beobachteten Vektoren x; als
Linearkombinationen der latenten Vektoren ergeben, X = LT”; die Annahme der
Orthonormalitdt von T fithrt dann zu X7T = L, d.h. die Vektoren von L sind
Linearkombinationen der Spaltenvektoren von X. Die Linearitédtsannahme ist ja
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nicht trivial: die Frage ist doch, warum sie gelten soll. Ein Antwort auf diese Frage
konnte in dem Hinweis bestehen, dass lineare Funktionen oft eine gute Annéhe-
rung an die "wahren” nichtlinearen Funktionen bestehen. Man hat es dann bei
der PCA ebenfalls mit einem Modell zu tun, dass eben (i) in der Annahme der Li-
nearitit als Approximation an mdoglicherweise existierende Beziehungen und (ii)
in der Annahme, dass die latenten Variablen mit ”hinreichend kleinen” Eigenwer-
ten eben ”Fehlervariablen” reflektieren. Setzt man B = A = TAY/2 und F = Q,
so liefert die PCA eine als Hauptkomponentenanalyse bekannnte Startlosung fiir
die FA.

5 Zusammenfassung

Die PCA ist ein handliches Verfahren, um sich schnell Einen eindruck von der
Mehrdimensionalitéit eines Datensatzes zu verschaffen. Dariiber hinaus leistet es
gute Dienste im Zusammenhang mit anderen Verfahren wie der multiplen Re-
gression, wenn es Probleme mit korrelierenden Priadiktorvariablen gibt. Die PCA
liefert eine erste Appoximation an eine faktorenanalytische Diskussion eines Da-
tensatzes.

Im Zusammenhang mit der FA wird oft angemerkt, dass die FA ein modell
der Daten reprrisentiere, wihrend die PCA ”"nur” ein Beschreibung der Daten
liefere. Es darf allerdings nicht iibersehen werden, dass es keine Beschreibung
ohne theoretische Begriffe gibt, — der Hintergrund dieser Aussage liegt in den
Diskussionen der urspriinglichen Annahmen der Philosophen des Wiener kreises,
die eine metaphyikfreie, auf elementaren, d.h. theoriefreien Aussagen beruhen-
de Wissenschaft aufbauen wollten. Dieser Anspruch fiihrte bereits innerhalb des
Wiener Kreises zur Protokollsatzdebatte, deren Resultat die Einsicht war, dass
auchh einfache Protokollsétze nicht notwendig frei von jeder Theorie sind, schon
Protokollétze sind ”theoriegetrankt”. Bei der PCA besteht diese nicht weiter hin-
tergehbare Theorie in der Annahme, dass die Variablen linear aufeinander wir-
ken. In http://www.uwe-mortensen.de/fakanalysews0506b.pdf werden nichtlinea-
re Modelle vorgestellt. Ein konzeptuell aufwéndigeres Verfahren ist die Kernel-
PCA, bei der eine Abbildung in einen Raum hoherer Dimension ein additives
Modell zulafit. Die Kernel-PCA mufl wegen der vorbereitenden Betrachtungen
gesondert dargestellt werden.

Nimmt man bei der PCA noch die Annahme, die Daten seien multivariat
normalverteilt hinzu, so lassen sich die orthogonalen latenten Dimensionen als
Représentationen statistisch unabhéngige Merkmale interpretieren. Fin Ansatz,
von vorn herein auf statistisch unabhéngige latente Variablen zu zielen, ist die
Independent Component Analysis (ICA). Bei dieser Analyse wird gerade voraus-
gesetzt, dass die Daten nicht multivariat GauB-verteilt sind. Auch hier wird eine
gesonderte Darstellung nétig.
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6 Anhang

Dazu erinnere man sich an die Forderung, dass die Ly aus den z; erreichnet
werden miissen, — es sind ja nur die Daten Z gegeben. Nach (?7?) ist die Beziehung
zwischen den z; und den Ly linear, so dass man folgern kann, dass sich die Ly
aus den z; ebenfalls als Linearkombination ergeben. Es sei also V' = [vi,...,vy]
eine Matrix mit n-dimensionalen Spaltenvektoren vj derart, dass

ZV =L, Zvp=Lg, k=1,...,n (6.1)
gilt. Nach A1 sollen die Lj orthogonal sein; dementsprechend muf
VI(Z'Z)V = L'L = A = diag(A1, ..., \n) (6.2)

gelten, wobei Ay = L)Ly = || Lg|? ist. Nach A2 soll A\; maximal sein. Dazu kann
man festellen, dass v/ Z’'Zv eine quadratische Form ist'?, und nach dem Satz von
Courant-Fischer gilt'4

VZ'zv ~N'Z'Zv v,V

- — - — = X 6.3
O = = e T M A T (6.3)

genau dann, wenn v/||v|| = t;, wobei t; der zum grofiten Eigenwert A; korre-
spondierende Eigenvektor von Z’Z ist. Fiir Ly folgt dann ebenfalls aus dem Satz
von Courant-Fischer, dass Lo = Zts ist to der zum zweitgrofften Eigenwert Ao
korrespondierende Eigenvektor von Z’Z, etc. Damit wird A2 erfiillt, wenn V = T,
T die (n,n)-Matrix der Eigenvektoren von Z’'Z gesetzt wird. Die in A2 genannte
Nebenbedigung besteht darin, dass die v auf die Lidnge 1 normiert sein muf}, und
sie wird in (6.3) durch die Betrachtung von v/||v|| erfiillt. Tatséchlich wird fiir
die Eigenvektoren t; gefordert, dass sie die Linge 1 haben. Da Eigenvektoren
symmetrischer Matrizen aulerdem orthogonal sind folgt, dass T" orthonormal ist.
d.h. es gilt T'T = I,,, I, die (n,n)-Einheitsmatrix.

13V& M, Abschn. 2.5.2
14y & M, Abschn. 2.5.4
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