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1 Moglichkeiten und Grenzen psychometrischer Tests

Menschliches Verhalten 148t sich beobachten. Die Frage ist, wie Verhalten in-
terpretiert werden kann. Man mdochte auf Fahigkeiten, Neigungen, allgemein auf
Merkmale schliefen, von denen man annehmen kann, dass sie das Verhalten ei-
nes Menschen in einer allgemeinen Art bestimmen. Damit ist nicht gemeint, dass
man annimmt, dass Verhalten im Detail vorhergesagt werden kann oder soll, son-
dern dass Klassen oder Typen von Verhaltensweisen vorhergesagt werden sollen.
Man méchte etwa wissen, ob ein Mensch ’intelligent’ ist, so dass ihm zugetraut
werden kann, dass er bestimmte Probleme 16sen kann, oder man méchte wissen,
ob er bei nichster Gelegenheit wieder ein Verbrechen begeht. Man mdochte wis-
sen, ob ein Kind am ADHS? leidet oder ob sein Verhalten nur eine suboptimale
h#usliche Umgebung reflektiert, ob eine Person nur in einem Verstimmungszu-
stand ist oder an einer Depression leidet, etc. Die Interpretation von Verhalten
ist, im allgemeinsten Sinn, eine Diagnose. Diagnosen basieren auf beobachtbaren
Symptomen; Verhaltensweisen sind nur ein Typ von Symptomen unter mehreren,
physiologische Daten stellen einen weiteren Typ dar.

Eine Diagnose fiithrt also von Symptomen auf Merkmale, von denen angenom-
men wird, dass sie sich in den Symptomen duflern. Der Riickschlufl von einzelnen
Symptomen auf "unterliegende” oder ”latente” Merkmale ist oft nicht eindeu-
tig: Kopfschmerzen kénnen verschiedene Griinde haben, Schwierigkeiten mit dem
Kopfrechnen miissen keinen partiellen Intelligenzdefekt bedeuten. Viele Sympto-
me sind nicht dichotom, d.h. entweder vorhanden oder nicht vorhanden, sondern
lassen sich auf einer Skala etwa von "wenig ausgeprigt” bis "stark ausgeprigt”
einstufen. Dabei hiingt die Bedeutung eines einzelnen Symptoms von der Ge-
samtmenge und Gewichtung der beobachtbaren Symptome ab. Es wird deswegen
gerne gefolgert, dass die Symptome in ”ganzheitlicher” ("holistischer”) Weise in
den diagnostischen Prozess eingehen sollen, und ebenso gerne wird daraus gefol-
gert, dass Ezperten besonders geeignet seien, Diagnosen zu stellen. Dabei versteht
man unter Experten Menschen, die auf mindestens einem Gebiet eine Kombina-
tion von Erfahrungen und professionellem Fachwissen aufweisen derart, dass die
Symptome stets in korrekter Gewichtung als Konfiguration von Symptomen ge-
sehen werden und dass auf dieser Konfiguration beruhende Diagnosen allenfalls
mit einem minimalem Fehler behaftet sind.

Andererseits legen Erfahrungen mit im eben beschriebenen Sinne als Exper-
ten auftretenden Diagnostikern nicht nur aus der Psychologie, sondern auch aus
der Medizin, der Pddogagik und aus anderen Féchern nahe, dass ihre Urteile
sytematische Fehler enthalten kénnen. So haben z.B. einige Péddagogen die Nei-
gung, die Intelligenz von Schiilern abhingig von deren familidirem Hintergrund
systematisch zu iiber- oder zu unterschitzen. Um Fehlbeurteilungen dieser Art
auszuschliefen konnte man objektive Tests mit fiir alle Probanden gleichen Auf-
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gaben und standardisierter Evaluation der Testergebnisse eine Moglichkeit sein,
die Intelligenz eben objektiv, unabhingig von der "Erfahrung” des Testers zu
bestimmen, obwohl auch hier der soziotkonomische Hintergrund der Getesteten
eine systematisch verzerrende Rolle spielen kann. Teilresultate aus Tests, in de-
nen insbesondere arithmetische Féhigkeiten, Raumvorstellungsvermégen, verbale
Féhigkeiten etc erfaflit werden, werden in optimaler Weise gewichtet, um eben
den berithmten (oder auch beriichtigten) Intelligenzquotienten zu berechnen. Der
Intelligenzquotienten fasst die Leistungen in den verschiedenen Untertests eines
Intelligenztests in einer einigen Zahl zusammen; aufschlufireicher kann das In-
telligenzprofil eines Probanden? sein, das in der Angabe der Leistungen in den
Untertests besteht. Man kann dann versuchen, anhand dieses Profils vorauszusa-
gen, ob ein Proband bestimmten intellektuellen Anforderungen gerecht wird oder
nicht. In analoger Weise kann man bei der Messung anderer Merkmale vorgehen.
Die Gewichtung der Ergebnisse in den Untertests 148t sich durch statistische Ver-
fahren (z.B. multiple Regression) finden. Die Evaluation von Testergebnissen wird
so gewissermaflen mechanisiert; dieses Vorgehen kann gleichermaflen fiir die Dia-
gnose anderer (Personlichkeits-) Merkmale und im Prinzip auch fiir medizinische
Diagnosen gewihlt werden. Intelligenz- und Personllichkeitstests sind Beispie-
le fiir psychometrische Tests. Der Ausdruck 'psychometrisch’ verweist dabei auf
die Annahme, dass psychische Merkmale gemessen, im allgemeinsten Sinne also
quantitativ erfasst werden konnen. Diese Annahme ist keineswegs undiskutiert
geblieben. In der Tat wird die Diskussion iiber die Messbarkeit, also die psy-
chometrische Erfassung psychischer Merkmale, seit Jahrzehnten gefiihrt. Auf der
einen Seite stehen die "Experten”; auch "Kliniker” genannt. Damit sind Diagno-
stiker gemeint, die ihre Urteile auf der Basis ihrer personlichnen Erfahrung und
oft ihres “ganzheitlichen Ansatzes” fillen, von dem sie sagen, dass er im psycho-
metrischen Ansatz fehle. Auf der anderen Seite stehen die "Mechaniker”, d.h. die
Verfechter des psychometrischen Ansatzes. Ein philosophischer, oder, wenn man
will, wissenschaftstheoretischer Hintergrund fiir die Auffassung, Experten seien
am besten fiir das Erstellen von Diagnosen geeignet, ist die Verstehende Psycho-
logie, wie sie von dem deutschen Philosophen Wilhelm Dilthey (1833 - 1911) im
Rahmen seiner Versuche, die Idee einer Lebensphilosophie im Rahmen der Gei-
steswissenschaft zu etablieren, konzipiert wurde. Der ’lebendige Geist’ unterliege
keinen Gesetzen der Art, wie man sie etwa aus der Physik kennt. Das Verstehen
eines Menschen resultiere, so Dilthey, aus einem hermeneutischen Deuten. Die
Hermeneutik ist die Methode der Geisteswissenschaften schlechthin. Eine kurze
Einfithrung in die Verstehende Psychologie und ihre Problematik findet man in
Mortensen (2008)%. Diltheys Diktum "Die Natur erkliren wir, das Seelenleben
verstehen wir.” (Dilthey, 1904) wird von Klinikern gern in die Debatte geworfen,
um Kontrahenten in ehrfiirchtiges Schweigen zu versetzen.

3Um den Text nicht allzu holperig werden zu lassen, wird nicht stets darauf hingewiesen,
dass natiirlich ebenso Expertinnen, Probandinnen etc gemeint sind.

4Wissenschaftstheorie III, http://www.uwe-mortensen.de/ WisstheorielIL.pdf, Kapitel 4 und
5.



In der englischsprachigen Literatur war es zunéchst Lundberg (1941), der den
Standpunkt der "Kliniker’ im Meinungsspektrum représentierte. Der Gegenstand-
punkt der "Mechaniker’ wurde von Sarbin (1943) vertreten, derim Rahmen einer
behaviouristischen und damit (neo-)positivistischen Position argumentierte. Eine
erste Zusammenfassung der Diskussion wurde 1954 von Meehl vorgelegt. Meehl
fithrt eine Reihe von Adjektiven auf, mit denen die Kontrahenten sich und die
jeweiligen Gegner belegen. So gilt die "statistische” oder "mechanische” Methode
im Selbstbild ihrer Anhénger als operational, kommunizierbar, objektiv, verifi-
zierbar, prazise, zuverlidssig, wissenschaftlich, etc, wiahrend die “klinische Metho-
de” als mystisch, transzendent, metaphysisch, unzuverlassig, grob, unverifizierbar,
subjektiv, primitiv, vorwissenschaftlich, unkontrolliert bis wirrképfig etc angese-
hen wird. Die Kliniker sehen ihren "verstehenden” Ansatz als dynamisch, global,
bedeutungsvoll, holistisch, subtil, konfigural, einfiihlsam, tief, echt, lebensnah etc
an und betrachten den statistischen Ansatz als mechanisch, atomistisch, additiv,
kiinstlich, fraktioniert, trivial, iibersimplifiziert, pseudowissenschaftlich, pedan-
tisch etc. Statt die eine oder die andere Meinung zu vertreten, diskutiert Meehl
(1954) 22 empirische Arbeiten, in denen die Qualitdt der Vorhersage einerseits
von Experten (gemeint sind damit immer die 'Kliniker’), andererseits von "Me-
chanikern’, die ihre Vorhersage von Verhalten auf der Basis von psychometrischen
Tests und damit auf der Basis der multiplen Regression machen. Der Vergleich
geht eindeutig zugunsten der Mechaniker aus.

In einer Arbeit aus dem Jahr 1986 fand Meehl seinen Standpunkt durch wei-
tere Arbeiten dieser Art bestéiitigt. Dawes (1996) liefert eine Reihe zum Teil tra-
gischer Beispiele fiir Diagnosefehler von Experten nicht nur aus dem Bereich der
Psychologie (vergl. insbesondere das Kapitel Prediction and Diagnosis). Ein re-
lativ einfaches, aber schlagendes Beispiel ist das Aufnahmeverfahren zur Texas
Medical School (TMS) aus dem Jahr 1979. Die TMS nahm bis dahin jihrlich
150 Studierende auf. Auch 1979 wurden 150 Studierende aus einer Menge von
2200 Bewerbern ausgesucht. Auf der Basis der Bewerbungsunterlagen der Kan-
didaten wurden zunéchst 800 Bewerber ausgesucht, die dann eingeladen wurden,
um von einem Mitglied des Zulassungskommitees und von einem Mitglied der
Medizinischen Fakultéit interviewt zu werden. Die Interviewer lieferten fiir jeden
Kandidaten schriftliche Beurteilungen an ein zentrales Kommitee, und jedes Mit-
glied dieses Kommitees lieferte von jedem Bewerber einen Rangwert (ranking)
auf einer Skala von 0 (nicht akzeptierbar) bis 7 (exzellent). Diese Rangordnungen
der Kommissionsmitglieder wurden dann gemittelt, so dass fiir jede(n) Bewer-
ber(in) ein einzelner Rangwert, eben der mittlere Rangplatz, bestimmt wurde,
und anhand dieser Rangwerte wurden dann wiederum alle 800 Bewerber in eine
Rangordnung gebracht. Nach einigen weiteren Vergleichen, auf deren Details es
hier nicht weiter ankommt, zeigte sich, dass die Bewerber mit den 150 besten
Rankings auch in den Interviews am besten abschnitten.

Aber nach Abschluf3 dieses Auswahlverfahrens geschah es, dass die Regierung
von Texas die TMS aufforderte, weitere 50 Bewerber aufzunehmen. Man beschlof3
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nun, einfach die néchsten 50 in der Rangordnung aufzunehmen, aber die hatten
bereits andere Studienplétze gefunden. Nur noch 50 Bewerber mit Rangplitzen
zwischen 700 und 800 waren noch wahlbar, weil sie von keiner anderen Medical
School genommen worden waren. Diese wurden nun ebenfalls aufgenommen. Den
Professoren der Medical School wurde aber nicht mitgeteilt, welche der Studie-
renden zu den ersten 150 und den letzten 50 gehorten. So wurde ein Vergleich
der Leistungen der ersten 150 und der letzten 50 Kandidaten moglich, der nicht
von moglichen Voreinstellungen der Professoren beeinflufit werden konnte.

Der Studienerfolg der ersten 150 und der letzten 50 wurde dann studiumbe-
gleitend anslysiert. Am Ende des zweiten Jahres gab es keinerlei Unterschiede
zwischen den beiden Gruppen, nach dem Ende der klinischen Ausbildung eben-
falls nicht, und nach dem ersten Berufsjahr ebenfalls nicht. Es gab nicht nur
keinen signifikanten Unterschied, sondern iiberhaupt keinen Unterschied. 82% in
beiden Gruppen erhielten den M.D (hier: Dr. med.), und auch in weiteren Lei-
stungen gab es keine Unterschiede. Wie die Untersucher zusammenfassten waren
die Interviews ”a total waste of time”. Die Befunde an anderen Medical Schools
entsprachen denen an der TMS. Weitere Beispiele fiir die fragwiirdige Validi-
tét subjektiver Einschéitzungen durch Experten findet man in Dawes (1996). Die
folgende Liste enthélt einige Griinde, deretwegen Experten aufgrund ihres "ver-
stehenden” Ansatzes oft fehlerhaft urteilen:

1. Situative Faktoren wie Miidigkeit, unmittelbar vorangehende Faktoren (“re-
cency effects”), geringfiigige Verdnderung in der Konzeptualisierung und
Verarbeitung der vorliegenden Information etc erzeugen zufillige Schwan-
kungen im Urteilsprozess. Dies duflert sich in einer reduzierten "Zuverlis-
sigkeit” (Reliabilitdt) und damit Genauigkeit der Urteile,

2. Ein Symptom heifit valide, wenn es das vorherzusagende Merkmal tatséch-
lich anzeigt. Die Untersuchungen zum Urteilsverhalten von Menschen legen
nahe, dass auch erfahrene Personen immer Schwierigkeiten haben, valide
und nicht valide Symptome oder Merkmale zu unterscheiden. Klinische Psy-
chologen und Psychiater erhalten in der Praxis oft keine genaue Riickkopp-
lung iiber die Exaktheit ihrer Diagnosen, so dass "Erfahrung” konstituie-
rende Lernvorgéinge gar nicht stattfinden, weil es eben keine Riickkopplung
gibt. Dawes (1996) zitiert eine Psychotherapeutin, die angibt, ihre Erfah-
rung mit aufgrund sexuellen Miflbrauch psychisch belasteten Frauen erlaube
es ihr, sexuell mibrauchte Frauen an threm Gang erkennen zu kénnen. Die
Therapeutin ist unter anderem Opfer dieser mangelnden Riickkopplung.

3. Menschen scheinen eine Neigung, ihre Hypothesen und Theorien bestéti-
gen und ihnen widersprechende Informationen abweisen zu wollen. Wason
(1960) hat dafiir den Begriff des konfirmatorischen Bias eingefiihrt. Er gab
seinen Vpn Folgen von 3 Zahlen vor, etwa 2, 4, 6, und die Aufgabe der Vpn
war, die Regel zu finden, nach der diese Folge gebildet wurde. Bei der Bei-
spielfolge wird z.B. suggeriert, dass die Folge aus geraden Zahlen besteht.
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Die Vp mufl Folgen erzeugen, von der sie meint, sie seien mit der gesuchten
Regel vereinbar, und der Versuchsleiter teilt der Vp dann mit, ob eine solche
Folge tatsdchlich mit der Folge kompatibel ist oder nicht. So ist etwa die
Folge 2, 17, 18 mit der Regel kompatibel, ebenso 1, 13, 52. Die Folge 15,
12, 18 ist es aber nicht. Wason beobachtete, dass Vpn eine starke Tendenz
haben, ihre jeweilige Hypothese zu bestétigen. Optimal wire es gewesen,
sie auf ihre Giiltigkeit zu testen, indem man die Hyothese zu falsifizieren
sucht. Die wahre Regel war: Jede Folge aufsteigender Zahlen ist zuldssig.

Dieses Verhalten 1483t sich nicht nur in solchen "reduzierten” Experimenten
finden. Es folgt einem allgemeinen Muster, — vermutlich, weil es zunéchst
einmal sehr schnelle Reaktionen ermdéglicht. In diagnostischen Situationen
kann es aber zu schlimmen Fehldiagnosen fiihren, weil es Urteile auf der Ba-
sis vorgefafiter Meinungen begiinstigt. Ein Schlagwort fiir dieses Urteilsver-
halten ist Mortons Ddmon, nach ihrem Autor Glenn R. Morton, in Anleh-
nung an den Maxwellschen Démon der Thermodynamik®. Mortons Damon
sitzt in den Augen und Ohren und l&8t nur solche Informationen ins Hirn,
die mit den von diesem produzierten Hypothesen konform sind® Man sollte
meinen, dass Wissenschaftler eher zu kritischem Denken neigen; Gegenbei-
spiele haben Mahoney & DeMonbreun (1977) und Mahoney (1977) geliefert,
die zeigten, dass Pfarrer oft sorgfiltiger urteilen als Wissenschaftler.

. Klinische Urteile kénnen sich selbst erfiillende Prophezeiungen erzeugen.
Ein Beispiel aus Dawes (1996) mag dies erldutern: in einem Mordprozess
wurde ein Angeklagter von einem Psychiater als auch in Zukunft gewaltté-
tig beurteilt. Der Angeklagte wurde darauthin zum Tode verurteilt. In der
Todeszelle verhielt sich der Verurteilte gewalttéitig und schien deshalb die
Beurteilung durch den Psychiater zu bestétigen. Andererseits hatte er nichts
mehr zu verlieren; bei einer anderen Beurteilung und einer dementsprechend
anderen Verurteilung hétte sein Verhalten vollig anders sein kénnen.

. Ein Verhalten erscheint im Allgemeinen, wenn es erst einmal eingetreten
ist, als vorhersagbarer als zu dem Zeitpunkt, zu dem es noch vorhergesagt
werden mufl. Bereits gestellte Diagnosen erscheinen daher subjektiv kon-
sistent mit den tatséichlichen Befunden zu sein. Die tatséchlichen Befunde
haben auf diese Weise keine korrigierende Wirkung; die Erfahrung wird al-
so nicht vermehrt. Vor der Diagnose durch einen Experten kann allerdings

SMaxwells Damon ist imstande, schnelle Gasmolekiile von langsamen Gasmolekiilen durch
bloBes Offnen und schlieBen von Tiiren, die entweder nur schnelle Molekiile aus einem Raum
A durchlassen und langsame Molekiile nicht durchléft, und umgekehrt langsame Molekiile aus
einem Raum B in den Raum A l48t, aber schnelle nicht. Da langsame Molekiile wenig Warme
und schnelle Molekiile viel Wéarme bedeuten, kann er auf diese Weise ein Temperatur- und damit
Energiegefille erzeugen, das zum Antrieb von Maschinen genutzt werden kann, — wenn es denn
moglich wire, den Laplaceschen Dédmon zu installieren. Man kann zeigen, dass ein solcher Ddmon
nicht existieren kann.

6 vergl. http://home.entouch.net/dmd/mortonsdemon.htm.
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erhebliche Unsicherheit herrschen (Arkes et al., 1981).

. Insbesondere Kliniker werden gewissermaflen Opfer ihres Berufes, weil sie
beruflich mit einer speziellen Auswahl aus der Bevolkerung, nicht mit einer
insgesamt représentativen Stichprobe zu tun haben. Die Beziehungen zwi-
schen Symptomen und Merkmalen und den zu diagnostizierenden bzw. vor-
auszusagenden Merkmalen stellen sich deshalb verzerrt dar. Spreen (1981)
(zitiert nach Dawes et al., 1989) berichtet dass die Hélfte der Jugendlichen,
die wegen irgendwelcher Straftaten aufgefallen sind, im EEG leichte Abwei-
chungen von als "normal” geltenden EEG-Strukturen zeigen. Also werden
diese Abweichungen als Indikator fiir jugendliche Delinquenz gewertet. Tat-
sichlich kommen diese Abweichungen aber auch bei der Héilfte der nicht
delinquent gewordenen Jugendlichen vor, — nur werden diese eben gar nicht
erst untersucht. Tatséchlich sind derartige Abweichungen bei "normalen”,
nicht delinquenten Kindern und Jugendlichen ganz "normal” und geben kei-
nerlei Hinweis auf zu erwartende Delinquenz. Gleichwohl: hat man erst ein-
mal eine Hypothese gebildet, so neigt man dazu, sie gegen widersprechende
Fakten zu immunisieren, so dass die Konsistenz der "Erfahrung” mit der
Hypothese iiberschéitzt wird. Dementsprechend wird die Giiltigkeit der wi-
dersprechenden Information wunterschdtzt. Dieses Phdnomen ist allgemein
als urteilsverzerrender Faktor unter dem Namen

. Reprdsentativitit (representiveness) bekannt. Der beurteilende Experte oder
Diagnostiker bezieht sich bei seiner Beurteilung auf die Ubereinstimmung
einiger beobachteter Merkmale (z.B. EEG-Abweichungen) mit stereotypen
Kategorien in seinem Gedéchtnis, ohne die jeweiligen bedingten Wahr-
scheinlichkeiten zu beriicksichtigen. Tversky und Kahneman (1974) betrach-
ten das folgende Beispiel: Eine Person wird als scheu und zuriickgezogen
mit einer Neigung zu Ordnung und Detail beschrieben. Wie grofl ist die
Wahrscheinlichkeit, dass sie diese Person als (a) Bauer, (b) Handelsver-
treter, (c) Pilot eines Verkehrsflugzeuges, (d) Bibliothekar, oder (e) Arzt
einschéitzen? Das Urteil wird dann, der Représentativitidtsstrategie entspre-
chend, nach MaBgabe der Ahnlichkeit der Beschreibung der Person mit
den Stereotypen der Berufe getroffen (z.B. "wahrscheinlich ist der Mann
Bibliothekar”), nicht aber nach Mafigabe der relativen bedingten Héufig-
keit (bedingte Wahrscheinlichkeit), mit der Angehorige der verschiedenen
Berufe die beobachteten Eigenschaften tatséchlich haben.

Tauschungen dieser Art sind spezielle Beispiele fiir die Grundquotentdiu-
schung (base rate fallacy). Formal 148t sich am einfachsten anhand der be-
kannten Beziehung zwischen bedingten Wahrscheinlichkeiten beschreiben.
Sind A und B zufillige Ereignisse und sind P(A|B) und P(B|A) die be-
dingten Wahrscheinlichkeiten von A, gegeben B bzw. von B, gegeben A, so

gilt bekanntlich
P(A
P(A|B) = P(B|A)ﬁ. (1.0.1)

~—
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P(A) und P(B) sind die a-priori-Wahrscheinlichkeiten, im hier gegebene-
ne Zusammenhang oft auch Grundquoten oder base rates genannt. P(B|A)
wird in inferenzstatistischen Zusammenhéingen auch die Likelihood von B
genannt”. In Bezug auf (1.0.1) ist P(A)/P(B) das Verhéltnis der Grund-
quoten. Die Grundquotentéduschung besteht darin, dass vernachléssigt wird,
dass im Allgemeinen P(A)/P(B) # 1, also P(A) # P(B) gilt und ein Urteil
nur auf der Basis einer Abschitzung der Liklihood gebildet wird. Begeht
ein tiirkischstammiger Jugendlicher (B) eine Gewalttat (A), so wird ge-
schlossen, dass die Eigenschaft, tiirkischstdmmig zu sein, eine Neigung zu
Gewalttitigkeit impliziert. Tatséchlich bilden die Gewalttéater eine kleine
Teilmenge der tiirkischstdmmigen Jugendlichen, d.h. P(A)/P(B) < 1, wo-
bei < sehr klein im Vergleich zu 1 bedeutet, im Vergleich zu < fiir einfach
"kleiner als 1. Zu diskutieren wére, ob der Anteil Gewalttéter an der deut-
schen Bevolkerung von vergleichbarer Gréoenordnung ist oder nicht, bevor
vom Merkmal ’tiirkischstammig’ auf ’gewalttétig’ geschlossen wird.

Ein anderer verzerrender Einflu3 auf die Urteile nicht nur von "normalen”
Menschen, sondern auch von Experten ist die

8. Verfiigbarkeit (Availability) (Tversky et al., 1974). Hier wird die Wahr-
scheinlichkeit, mit der eine Person ein Merkmal hat, in Abhéngigkeit von
der Anzahl von Beispielen, die man dafiir im Gedéchtnis hat beurteilt. Das
Risiko von Herzinfarkten von Menschen im mittleren Alter wird nach Maf-
gabe der Haufigkeit, mit der in der eigenen Bekanntschaft solche Herzin-
farkte aufgetreten sind, beurteilt. Die Schiatzung héngt nun aber davon ab,
wie gut man solche Beispiele erinnern kann: Herzinfarkte sind wegen ihrer
drastischen Konsequenzen leichter zu erinnern als weniger saliente Merkma-
le. In jedem Fall kommt es hier zu Fehlabschéitzungen, die zu drastischen
Fehlbeurteilungen fithren kénnen.

Die Vorhersagen der 'Mechaniker’ beruhen hiufig auf einer Anwendung der
multiplen Regression, bei der die einzelnen Symptome (Subtests) optimal gewich-
tet werden, wobei der Begriff 'optimal’ durch die jeweils gewéhlte Schatzmnethode
niher spezifiert wird, etwa durch die Methoded der Kleinsten Quadrate oder die
Maximum-Likelighood-Methode. Die Uberlegenheit des mechanischen Ansatzes
scheint in erster Linie auf der korrekten Auswahl der Prédiktoren, also der Sym-
ptome, zu beruhen, denn selbst bei suboptimalen Gewichten ist die Vorhersage
oft noch besser als die von Klinikern. Wie gut der Regressionsansatz funktioniert,
hat unléingst Ayres (2007) noch einmal illustriert. Er beginnt sein Buch mit einem
Beispiel, der Kunst des Weinkostens. Wer Weinkenner kennt oder gar selbst ei-

"Da gleichermafen
P(B)
P(B|A) = P(A|B)=—*
(BI4) = P(AIB) 15
gilt, kann auch P(A|B) als Likelihood gelten, allerdings ist der Ausdruck ’Likelihood’ i.a. reser-
viert fiir den Fall, dass B Daten représentiert und A eine Hypothese.
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ne(r) ist, weif um die komplexen Adjektive, mit denen Experten hier jonglieren,
kennt die Diskussionen dariiber, ob es sich lohnt, einen Wein zu lagern, damit
er an Wert gewinnt, oder ob man ihn besser gleich oder gar nicht trinkt. Ay-
res zitiert den 'number cruncher’ Orley Ashenfelter, der selbst Weinliebhaber ist.
Er hat herausgefunden, dass man auf den ”swishing and spitting approach” der
Weingurus verzichten kann. Ashenfelter hat eine (Regressions-) Formel gefunden:

WQ = 12.145 + .00115 x RW + .0614 x TW — .00386 x RE. (1.0.2)

Dabei steht WQ fiir Weinqualitét, RW fiir Regenfall im Winter, TW durchschnitt-
liche Temperatur wihrend der Wachstumsphase und RE fiir Regenfall in der
Wachstumsphase. Ashenfelter gelang es, mit dieser Formel die Rangordnung der
Weindoménen vorherzusagen, wie sie von den Franzosen geliefert werden. Das fiir
traditionelle Weinexperten Unangenehme der Ashenfelter Formel ist ihre Einfach-
heit. Die Weinindustrie in Bordeaux habe dementsprechend "somewhere between
violent and hysterical” reagiert. Robert Parker, Weinguru und Autor von The Wi-
ne Advocate nannte Ashenfelters Formel "an absolute total sham”. Ashenfelters
Formel ”is really a Neanderthal way of looking at wine. It’s so absurd to be laugha-
ble”. Mathematische Formeln kénnen nicht, so Parker, zur Beurteilung von Wein
herangezogen werden, und: ”"I’d hate to be invited to his house to drink wine”.
Dass Ashenfelters Formel die Qualtitdt der Weine so bemerkenswert gut vorhersa-
gen kann, ist fiir Parker kein Anlaf}; seine Meinung zu iiberdenken; die emotionale
Wucht seiner Reaktionen steht in umgekehrtem Verhéltnis zur tatséchlichen Effi-
zienz der Vorhersagen auf der Basis von (1.0.2). In Ayres Kapitel "Experts versus
Equations’ wird eine Reihe weiterer Beispiele fiir die Vorhersagekraft schon ein-
facher Regressionsgleichungen geliefert. Ayers zitiert die Kognitionspsychologen
Nisbett und Ross: "Human judges are not merely worse than optimal regressi-
on equations; they are worse than almost any regression equation.” Goldberg ist
bereits 1960 zum gleichen Schlufi gekommen.

Die Geschichte des psychometrischen Testens verzeichnet keinen Siegeszug
dieses Ansatzes von Anfang an. Die Irrungen und Wirrungen sind u.a. gut doku-
mentiert in Gould (1983). Wie sehr insbesondere mit dem Intelligenzquotienten
interessenorientierte Politik gemacht werden kann, zeichnet Kamin (1974) nach.
In neuerer Zeit haben Herrnstein & Murray (1994) noch einmal nachgelegt und
anhand umfangreichen Datenmaterials nachzuweisen versucht, dass 6konomischer
Erfolg in erster Linie durch Intelligenz und diese wiederum durch Gene bestimmt
seien. Da Schwarze in den USA eher am Ende der 6konomischen Hackordnung
stehen, meinen die Autoren nachgewiesen zu haben, dass ein Mensch im Durch-
schnitt um so weniger intelligent ist, je mehr "schwarze” Gene er hat. Das Buch
hat Emporung ausgelost, vergl. z. B. Blinkhorn (1994). Devlin et al. (1997) haben
einen Band mit kritischen Analysen herausgebracht, die die Behauptungen Herrn-
stein & Murrays regelrecht zermahlen; zu empfehlen ist insbesondere Glymores
Kapitel Social statistics and general inquiry: reflections on the Bell Curve. Der
Autor zeigt, dass es (mindestens) sieben verschiedene Strukturgleichungsmodelle
gibt, die die Herrnstein-Murray-Daten erkldren, ohne auf deren genetische Hy-
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pothese rekurrieren zu miissen. Glymours Analysen zeigen, dass anscheinend so
hermetische Analysen wie die von Herrnstein & Murray keinesfalls so eindeutig
sind, wie sie vorgeben zu sein. Ob Herrnstein und Murray ihre Ansichten dar-
aufhin geéndert haben, ist nicht bekannt, Mortons Ddmon wird sein Werk getan
haben.

Viele Kritiker der Anwendung von Statistik auf soziale und speziell psycho-
logische Fragestellungen argumentieren, dass statistische Methoden dazu fiithren,
dass irrige Behauptungen (wie die Herrnstein et al.s) in positivistischer Weise ze-
mentiert wiirden. Diese Gefahr scheint zu bestehen: Menschen haben nun einmal
die Neigung, nach Bestétigungen fiir ihre Ansichten zu suchen, und wer zu rassi-
stischen Ansichten neigt, wird sich iiber Herrnstein et al.’s Analysen freuen und
sie als "wissenschaftlich fundierte Analyse’ bei Diskussionen ins Feld fithren. Aller-
dings verdeutlicht gerade Glymours Arbeit, dass die statistische Analyse fir sich
genommen noch nicht die behauptete positivistische Zementierung impliziert, son-
dern dieser Zementierung entgegen wirken kann. Wo qualitativ-hermeneutische
Betrachtungen eine FEindeutigkeit von Dateninterpretationen suggerieren, kénnen
statistische Analysen eben auch semantische Ambiguitdt von Daten und allgemein
Erfahrungen offenbaren.

Auch Herrnstein und Murrays Daten waren Testergebnisse, also Daten, die
aus der Anwendung objektiver, reliabler und in vieler Hinsicht valider Tests ent-
standen. Aber Validitét erlaubt nicht so weitreichende Folgerungen, wie sie von
Herrnstein und Murray vorgenommen wurden, und statistische Verfahren — in
diesem Falle Strukturgleichungsmodelle — liefern nicht notwendig eindeutige Re-
sultate. Hier ist der kritische Verstand der Experten gefordert; kritisch, indem
man versucht, des konfirmatorischen Bias (Mortons Démon) Herr zu werden.
Poppers Falsifikationstheorie ist in der Wissenschaftstheorie stark kritisiert wor-
den, aber als heuristische Grundposition ist nicht zuletzt ihr humanistischer Wert
unbestritten: eine perfekte, also in allen Féllen korrekte Methode der Diagnose
kann es schon deshalb nicht geben, weil beobachtete Verhaltensweisen, Testergeb-
nisse etc stets nur Stichproben sind, deren Struktur sich oft durch verschiedene
Theorien oder Modelle in gleicher Weise interpretieren 148t.

2 Grundbegriffe der Testtheorie

2.1 TItemparameter und Itemtypen
Die Betrachtungen des vorangegangenen Abschnitts motivieren die folgende Cha-
rakterisierung von Testitems, um die Wahrscheinlichkeit von Diagnosefehlern zu

minimalisieren:

1. Objektivitat: Das Item ist objektiv, wenn verschiedene Testleiter zur glei-
chen Bewertung der Antworten oder Reaktionen auf das Item beziiglich
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des untersuchten Merkmals gelangen. Die Beurteilungen durch verschiede-
ne Testauswerter sollten hoch miteinander korrelieren.

2. Reliabilitat: Die Reliabilitédt, d.h. Zuverlissigkeit eines Tests reflektiert
die Genauigkeit des Tests, mit der er dasjenige Merkmal, das er erfassen
soll, mifit. Man kann das spezifizieren, indem man sagt, dass ein Test um
so reliabler ist, je kleiner die Varianz der Fehler ist relativ zur Varianz des
Merkmals in der Population.

3. Validitit: Ein Test ist valide, wenn es das Merkmal, das er erfassen soll,
auch tatsachlich erfasst, dh die Beantwortung des Items sollte hoch mit der
Auspriagung des untersuchten Merkmals korrelieren.

4. Trennschirfe: Ein Test, insbesondere ein Item ist trennscharf, wenn es er-
laubt, zwischen Personen, die das untersuchte Merkmal in unterschiedlicher
Auspriagung haben, zu differenzieren.

5. Schwierigkeit: Ein Test bzw. ein Item kann fiir verschiedene Personen
unterschiedlich schwierig sein, wobei ”schwierig” auch auf Items angewen-
det wird, die sich nicht auf irgend eine Leistungsfihigkeit beziehen: fiir
einen Gegner der Todesstrafe ist es ”schwierig”, einem Item der Art "Kin-
desmord sollte mit dem Tode bestraft werden.” zuzustimmen. Die Auspri-
gung des gemessenen Merkmals bei einer Person kann jedenfalls relativ zu
den Schwierigkeiten der Items bestimmt werden.

6. Homogenitit versus Heterogenitit: Komplexitit der Items eines Tests.
Items sind homogen, wenn stets nur ein Merkmal erfasst wird. Dies kann
auch bedeuten, dass zwar mehrere Merkmale bei der Beantwortung eine
Rolle spielen, diese Merkmale aber in einer bestimmten, fixen Kombination
in die Antworten eingehen.

Die Items sind heterogen, wenn verschiedene Merkmale in nicht-fixer Kom-
bination in die Antworten eingehen. Man sagt dann auch, dass das gemes-
sene Merkmal mehrdimensional ist.

Die Problematik des Objektivitidtsbegriffs wird durch seine operationale Defini-
tion als Korrelation zwischen den Beurteilungen verschiedener Testauswerter ein
wenig verwischt. Denn eine hohe Korrelation heifit ja zun&chst nur, dass sich
die Beurteiler hinsichtlich der Kriterien, nach denen eine Antwort beurteilt wird,
einig sind, und natiirlich dass sie die Antworten von Testpersonen in gleicher
Weise zu diesen Kriterien in Beziehung setzen kdnnen. Die Kriterien reflektieren
bestimmte Normen und theoretische Voreinstellungen, deren Subjektivitdt we-
gen der Gleichformigkeit, mit der sie in einer Gesellschaft oder einer speziellen
Gruppe innerhalb einer Gesellschaft vertreten werden, gewissermaflen verdeckt
wird. Wird zum Beispiel in einer Gruppe von Psychologen die Theorie, dass das
Schidelvolumen die Hohe der Intelligenz bestimmt, als wahr akzeptiert, so wird
man zu sehr hohen Urteilsiibereinstimmungen kommen.

15



Natiirlich ist Reliabilitéit ein wiinschenswertes Merkmal. Eine geringe Reliabi-
litat reduziert die Aussagekraft einer Messung, da sie nur wenig iiber die "wahre”
Ausprigung des gemessenen Merkmals aussagt. Andererseits ist eine hohe Relia-
bilitéit nur eine notwendige, nicht aber auch hinreichende Bedingung fiir eine gute
Messung. So kann man Schidelvolumina sehr reliabel messen, aber ob diese Mes-
sungen tatséchlich etwas tiber die Intelligenz der Besitzer der Schédel aussagen
ist eine ganz andere Frage.

Diese Frage ist die nach der Validitdt des Tests. Objektive und reliable Mes-
sungen von Schéidelvolumina diirften in Bezug auf die Intelligenz eine sehr ge-
ringe Validitdt haben, — nur in pathologischen Ausnahmen wird ein Schluf} auf
die Intelligenz zuléssig sein. Die tatséchliche Bestimmung der Validitiat kann sehr
schwierig sein, da sie im Grunde die Existenz eines validen Tests T fiir das Merk-
mal voraussetzt. Die Validitét eines Tests oder Items T soll sich ja im weitesten
Sinne als Korrelation mit der tatséchlichen Ausprigung des Merkmals bestimmen
lassen, dh also mit den Messungen anhand von Ths. So kann man die Validitat
eines Intelligenztests nur dann bestimmen, wenn man fiir jede getestete Person
schon weif}, wie hoch oder niedrig ihre tatséchliche Intelligenz ist, und dazu wie-
derum mufl man sich auf einen Intelligenzbegriff einigen; dementsprechend ist der
Intelligenzbegriff ein Konstrukt, wie andere Personlichkeitsmafle, die mit Tests er-
fasst werden sollen, ebenfalls. Man kann dementsprechend von Konstruktvaliditdt
sprechen. Die zu einem bestimmten Konstrukt fiihrenden Debatten kénnen sich,
wie beim Intelligenzbegriff, iiber Jahrzehnte hinziehen, und die Resultate der De-
batten entsprechen dann nicht notwendig den Intuitionen, die Nichtpsychologen
zum Beispiel iiber die Intelligenz haben, und hier soll nur festgehalten werden,
dass die Intuitionen der Laien — die von einem Laien zum anderen durchaus ver-
schieden sein kénnen — nicht notwendig sinnvoller sind als die mithsam erarbeiten
Konstrukte der Psychologen®. Der Begriff des Konstrukts ist keineswegs charak-
teristisch fiir die Psychologie, auch in anderen Wissenschaften werden Begriffe
vielfach als Konstrukte eingefiihrt — man erinnere sich an die historische Debatte
iiber den Kraftbegriff in der Physik.

Die Trennschirfe ist sicherlich ein wichtiger Parameter eines Tests oder ei-
nes Items. Ist etwa das untersuchte Merkmal "Depressivitit”’, so sollte ein Item,
das Depressivitét reflektiert, nur dann positiv beantwortet werden, wenn die be-

8Ein Professor fiir Statistik an der Universitiit Konstanz erklirte Intelligenztests fiir offen-
kundigen Blodsinn, da seine von ihm geschiedene Ehefrau einen hoheren 1Q attestiert bekam als
er. Ein Historiker erkliarte 1Q-Tests fiir Blodsinn, weil z.B. bei Hermann Goring einen 1Q = 138
(manche sagen, einen IQ = 142) gemessen hat, was nach heutigen MaBstdben Hochbegabung
bedeutet: einen Menschen wie Goéring kénne man nicht als intelligent bezeichnen. Argumente
dieser Art basieren auf nur implizit und oft ideosynkratisch bestimmten Begriffen (z.B.: Das
Wort Intelligenz leite sich sich aus dem lateinischen intellegere ab, das so viel wie verstehen, ein-
sehen bedeute, und 1Q-Tests wiirden die Fihigkeit zur Einsicht doch gar nicht erfassen, etc, etc),
die den empirisch gegebenen Sachverhalt, dass viele Personlichkeitsmerkmale nicht oder nur sehr
wenig miteinander korrelieren, iibersehen. Schon Hegel unterschied zwischen dem ”tabellarischen
Verstand” und der "Vernunft”.
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fragte Person auch depressiv ist. Ein Item, dass sowohl von Nichtdepressiven
wie auch von Depressiven positiv beantwortet wird, trennt nicht zwischen die-
sen Personen und ist insofern wertlos. Offenbar ist der Begriff der Trennschérfe
einerseits mit dem der Validitiat, andererseits mit dem der Reliabilitit gekop-
pelt. Mangelnde Trennschérfe kann einfach ein Ausdruck mangelnder Validitét
sein. Mifit man Intelligenz, indem man das Schidelvolumen bestimmt, so findet
man fiir jedes Volumen sowohl hohe wie mittlere und niedrige Intelligenz, dh das
Schédelvolumen trennt nicht zwischen Personen mit unterschiedlicher Intelligenz.
Andererseits kann eine Denksportaufgabe ein valides Maf fiir einen bestimmten
Inelligenzaspekt sein, weil der Losungsprozess eine Reihe von kognitiven Fahig-
keiten voraussetzt. Haben diese Fahigkeiten aber eine intrinsische Variabilitit,
so kann es geschehen, dass eine Person die Aufgabe in der Situation A gut 16-
sen, in der Situation B kann aber nicht 16sen kann, wobei A und B auch einfach
fiir zwei verschiedene Zeitpunkte stehen kann. Ist die Variabilitdt grof relativ zu
den durchschnittlichen Fahigkeiten der Personen, trennt die Aufgabe nicht gut
zwischen den Personen; es ergibt sich eine geringe Trennschérfe.

Die Schwierigkeit eines Items 148t sich auf verschiedene Weise operationalisie-
ren. In der Klassischen Testtheorie (KTT) definiert man als Schwierigkeitsindex
einfach nur den Prozentsatz oder Anteil der Personen in einer Population, die die
Aufgabe 16sen bzw. in einem bestimmten Sinne beantworten. Andererseits kann
man die Schwierigkeit eines Items auch durch einen Parameter in einem Modell
repriasentieren, das das Antwortverhalten der Probanden abbilden soll. Bei der
KTT-Definition ist der Wert der Schwierigkeit populationsabhéngig: ein Item, das
in der Population der Hauptschiiler als ’schwierig’ gilt, weil viele Hauptschiiler die
Aufgabe nicht 16sen kénnen, kann in der Population der Gymnasiasten als eher
"leicht’ gelten, weil ein hoherer Prozentsatz die Aufgabe 16st. Die Definition der
Schwierigkeit als Wert eines Parameters eines Modells, das das Antwortverhalten
modelliert, wird in den Item-Response-Modellen (IRT-Modelle) gewiihlt. Erweist
sich die Schwierigkeit als ein Parameter, der von den Personen unabhingig ist,
wird man ihn zur Definition der Schwierigkeit in der KTT in Beziehung set-
zen konnen. Allerdings ist es nicht denknotwendig, die Schwierigkeit eines Items
als eine personenunabhéngige Grofie zu sehen. So kann eine Denksportaufgabe
fiir zwei Personen mit gleichen kognitiven Féahigkeiten unterschiedlich schwierig
sein, einfach weil die eine Person z.B. gelernt hat, Aufgaben betrachteten Typs
in Gleichungen zu iibersetzen, deren Losung dann trivial ist, die andere Person
diese Fertigkeit aber nicht gelernt hat und deswegen nur schwer einen Zugang zur
eigentlichen Struktur des Problems hat. In den IRT-Theorien wird dieser Aspekt
des Schwierigkeitsbegriffs relativ schnell deutlich, wiahrend er in der KTT eher
verdeckt bleibt: schitzt man die Schwierigkeit eines Items als Anteil der Personen
in einer Stichprobe, die das Item l6sen oder "positiv”’ beantworten, so hdngt dieser
Anteil offenkundig stark von der Zusammensetzung der Stichprobe ab.
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2.2 Aufgabentypen

Das Format der Items eines Tests hingt von der Art des Tests und der Zielset-
zung, mit der der Test durchgefiihrt wird, ab. Es kann sich um Fragen, die frei
beantwortet werden, handeln, oder es wird, etwa bei einem Fragen nach einer
Einstellung zu einem Thema, nur nach Zustimmung oder Ablehnung gefragt. Ge-
nerell kann man ein Item durch zwei Komponenten beschreiben: der Itemstamm
und das Antwortformat (Rost (2004), p. 55). Der Itemstamm kann aus einer ein-
fachen Frage ("Werden Sie leicht rot?”), einem Bild (etwa in einem projektiven
Test: ein traurig aussehender junger Mann mit Geige), eine Rechenaufgabe ("Wel-
che Zahl ist die néchste in der Reihe 2,3,4,9,8,27,16,...7”), etc bestehen. Das
Antwortformat definiert die jeweilige Reaktion oder eben Antwort der getesteten
Person. Das Antwortformat mufl so gewahlt werden, dass die Antwort moglichst
eindeutige Riickschliisse auf das Merkmal, das mit dem Test erfasst werden soll,
erlaubt. Insbesondere bei projektiven Verfahren kénnen sich hier Schwierigkei-
ten ergeben, wenn ndmlich das Antwortformat iiberhaupt nicht definiert ist, d.h.
wenn die getestete Person vollig frei antworten und die testende Person diese
Antworten wiederum frei interpretieren kann und verschiedene Testleiter oder
Testinterpreten zu idiosynkratischen Deutungen der Antworten kommen kénnen.
Freie Antwortformate konnen gleichwohl bei bestimmten Tests angezeigt sein, et-
wa, wenn spontane Antworten gewiinscht werden, die durch gebundene Formate
unterdriickt werden konnen. Freie Antwortformate reduzieren u. U. die Wahr-
scheinlichkeit, dass die getestete Person "punktet”, indem sie einfach rét, — dies
wére bei Leistungstests von Nachteil (Statistikklausuren sollten deshalb nicht als
Multiple-Choice-Tests formuliert werden).

Bei gebundenen Antwortformaten werden i. A. Kategorien fiir die méglichen
Antworten vorgegeben. Ein klarer Vorteil dieses Formats ist die hthere Auswer-
tungsckonomie und eventuell eine hohere Objektivitéit, die aber den Nachteil re-
duzierter Validitdt implizieren kann, wenn némlich die Kategorien nicht alle mog-
lichen Reaktionsweisen erfassen. Ein Spezialfall der gebundenen Formate sind die
Ratingformate. Ein solches Format besteht aus mehr als zwei Antwortkategorien,
die hinsichtlich des getesteten Merkmals eine Rangordnung représentieren.

Die Antworten auf die Testitems werden im Rahmen eines bestimmten Test-
modells ausgewertet; dies kann die KT'T sein oder ein Modell aus der Klasse der
IRT-Modelle. Die Wahl des Modells kann die Art der Kodierung der Antworten
beeinflussen. Bei freien Antwortformaten lassen sich zwei Phasen der Kodierung
unterscheiden: (i) eine Kategorisierung, (ii) eine Signierung (Rost (2004), p. 78).
Die Signierung etwa bei Antworten in projektiven Tests setzt u. U. ein spezielles
psychologisches Fachwissen voraus. Der Signierung schliefit sich die Zuordnung
von Messwerten an, die im Rahmen des gew&hlten Testmodells definiert werden,
sowie die Schitzung der Parameter des Modells.

Bei der Kodierung von Antwortkategorien wird unterschieden zwischen
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1. der dichotomen Kodierung, also einer Kodierung in zwei Kategorien, und

2. der polynomen Kodierung, also einer und der Einordnung in entweder ge-
ordnete (Rangordnung) oder ungeordnete Kategorien.

Eine Kodierung ist dichotom, wenn eine Antwort als entweder richtig oder falsch
klassifiziert wird, oder eine Aussage als Zustimmung oder Ablehnung einer Mei-
nungsauflerung gewertet wird. Es wird eine Kodierungsvariable X definiert, die
entweder den Wert 1 ("richtig”, "Zustimmung”) oder 0 ("falsch”, "Ablehnung”)
annimmt. Man kann diese Definition von X knapp in der Form X € {0,1} an-
schreiben, d.h. X ist Elemente einer Menge, die nur aus den Zahlen 0 und 1
besteht. Man definiert dann eine Zuordnung etwa der Art: X = 0, wenn die ge-
testete Person etwa eine Aufgabe nicht gelost oder einer Meinungsaussage ("Der
freie Markt regelt alles”) nicht zugestimmt hat, und X = 1, wenn sie die Aufgabe
gelost oder dem Item zugestimmt hat. X ist eine zufillige Verinderliche, denn
einerseits weifl man nicht von vorn herein, welche F#higkeit oder Ansicht eine
gegebene Person hat (die Person wird in diesem Sinne zuféllig gewihlt), anderer-
seits fluktuieren auch innerhalb einer Person Fihigkeiten und Ansichten, so dass
die Antworten einer Person nicht von Zeitpunkt zu Zeitpunkt deterministisch
vorhergesagt werden koénnen.

Bei einer polynomen Kodierung wird mindestens eine weitere Kategorie be-
niitzt, also etwa ausser "Ablehnung” und ”"Zustimmung” noch "unentschieden /neu-
tral”. Die Kategorien kénnen durchnummeriert werden, so dass eine zuféllige Va-
riable definiert wird, deren mogliche Werte die den Kategorien zugeordneten Zah-
len sind. Man betrachte noch einmal das Item "Der freie Markt regelt alles”. Dem
Item kann man zustimmen oder auch nicht. Man kann auch eine abgestufte Ant-
wort zulassen, indem man verbal etikettierte Kategorien vorgibt, etwa "trifft nicht
zu”, "trifft ein wenig zu”, trifft einigermafien zu”, "trifft voll zu”. Numerische Ko-
dierungen dienen hier eher der Auswertung als einer Benennung der Kategorien
fir die Befragungspersonen. Mogliche Kodierungen kénnten -2, -1, 1, 2, oder 0,
1, 2, 3, oder 1, 2, 3, 4 sein. Die Relationen zwischen den Zahlen spiegeln die Ab-
stufungen, dh die ordinalen Relationen, wieder. Ob sie auch eine Intervallskalen-
eigenschaft reflektieren, ist eine offene Frage, die explizit untersucht werden muf3.
In jedem Fall lassen sich die verschiedenen numerischen Repréasentationen durch
lineare Transformationen ineinander {iberfithren, — was noch nicht eine implizite
Annahme der Intervallskaleneigenschaft bedeutet. So findet man die Transforma-
tion von -2, -1, 1, 2in 0, 1, 2, 3, indem man 0 = —2a + b und 3 = 2a + b setzt.
Es folgt a = 3/4 und b = 3/2. Bei der Reprisentation -2, -1, 1, 2 kénnte man
noch eine neutrale Kategorie 0 einfiigen, so dass die Représentation -2, -1, 0, 1,
2 entsteht; die 0 reprisentiert dann eine Kategorie der Art "Ich weifl es nicht”.
Reprisentationen der Art -2, -1, 1, 2 oder -2, -1, 0, 1, 2 heiflen auch polar. Neu-
trale Positionen, wie sie durch die 0 abgebildet werden, haben allerdings oft den
Nachteil, dass sie gewéhlt werden, weil die befragte Person das Item eigentlich
gar nicht beantworten wollen und die Interpretation der 0-Position als neutrale
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Position deswegen gar nicht gerechtfertigt ist.

2.3 Raten und Wissen

Die Antwort einer Person auf eine Testfrage wird, bei der Interpretation der Ant-
worten im Rahmen eines psychometrischen Tests, kodiert, d.h. es wird ihr eine
Mafzahl zugeordnet. Im einfachsten Fall notiert man, ob die Person dem Item
zugestimmt hat oder nicht, oder ob sie die Aufgabe — wenn das Item eine Aufga-
be ist — gelost hat oder nicht. Die "Maflzahl” ist dann zunéchst einfach der Wert
einer Indikatorvariable X, die nur zwei Werte annehmen kann, etwa 0 oder 1:
X =1, wenn die Person zugestimmt hat, X = 0, wenn sie nicht zugestimmt hat,
oder X = 1, wenn die Aufgabe gelost wurde, und X = 0 sonst. Man schreibt
kurz X € {0,1}. Wird bei Items eine Schétzskala vorgegeben, etwa von "stimme
nicht zu” iiber "weifl nicht” bis zu ”stimme zu”, kann man den Kategorien Zah-
len zuordnen, etwa von 0 bis 3, oder -3 bis + 3, etc. Bei einer dritten Art von
Aufgaben werden r Antwortkategorien vorgegeben und die Person mufl die als
“richtig” oder "korrekt” definierte Kategorie ankreuzen. Dies sind die Multiple-
Choice-Aufgaben. Die Definition der Zuordnung von Antworten zu numerischen
Werten besteht in der Angabe einer item scoring rule

Die Frage ist nun, in welcher Weise ein Gesamtwert berechnet werden soll.
Im einfachsten Fall summiert man einfach die Werte, die ein Proband bei den
einzelnen bekommen hat. Die Werte fiir die einzelnen Items kénnen aber auch
in gewichteter Form in den Gesamtwert eingehen; man mufl zu diesem Zweck
eine Gewichtungsformel definieren. Sind die y;, j = 1,...,n die Scores fiir die
einzelnen Items, so kann der Gesamtscore geméaf

n

xr = Z(ajyj + bj) (2.3.1)

j=1

definiert werden (Lord & Novick (1968), p. 303), wobei die Gewichte a; und b;
durch noch zu spezifizierende Kriterien niher bestimmt werden.

Muf die getestete Person bei Aufgaben zwischen Antwortalternativen wih-
len, so kann es sein, dass sie zwar die korrekte Antwort nicht weifl, aber die
korrekte Antwort riat. Die Frage ist nun, wie der Gesamtscore bewertet wer-
den kann, wenn man davon ausgeht, dass einige der korrekten Antworten nur
geraten wurden. Werden r > 2 Antwortkategorien oder mogliche Antworten
vorgegeben und ist nur eine dieser Kategorien die korrekte Kategorie, so ist
die Wahrscheinlichkeit, dass die Person die korrekte Antwort nur rit, gleich
1/r, und die Wahrscheinlichkeit, dass sie die inkorrekte Antwort gibt, ist gleich
1—1/r = (r—1)/r. Der erwartete Score bei einer Aufgabe, bei der geraten wird,
ist dann E(X;) = 1p; + 0(1 — p;) = p;; mit p; = P(X; = 1). Gibt es n Aufgaben
mit jeweils r Antwortkategorien, so ist der erwartete Score, wenn nur geraten
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wird,
n

n
z.=E(X) = Z = nE(X;) = (2.3.2)
7=1
Die Varianz des Scores, wenn nur geraten wird, ergibt sich gem#f
9 9 r—1
V(X)=EX?*) —-E/(X)=np(l—p)=n ) (2.3.3)

mit p; = p fiir alle j. Die Varianz V(X) bzw. die Standardabweichung +/V(X)
kann eine Abschéitzung des Bereiches von X-Werten liefern, der auf Raten zu-
riickgeht.

2.4 Testwerte, Testskalen und Normierungen

Die in diesem Abschnitt eingefiihrten Begriffe liefern einen in der Praxis iiblichen,
gleichwohl intuitiven Zugang zur Interpretation von Testdaten, der im Rahmen
insbesondere der Klassischen Testtheorie weiter formalisiert wird.

Fiir ein gegebenes Item I, liefert oder erhélt eine Testperson a € P den Test-
bzw. Messwert 4. T4 reprisentiert die Ausprégung eines Merkmals, das im
Test erfasst werden soll. Ist das Item dichotom, so wird z,, den Wert 1 oder 0
annehmen: 1, wenn die Aufgabe gelost wurde, 0, wenn sie nicht gelést wurde, oder
1, wenn die Person dem (Meinungs-)Item zugestimmt hat, 0 sonst. z,, = 1 signa-
lisiert, dass die Person a die Fahigkeit hat, die g-te Aufgabe zu lésen, oder das
abgefragte Merkmal (”Sind Sie gelegentlich melancholisch?”) in hinreichendem
Ausmafl hat. Handelt es sich um eine Rating-Aufgabe, so ist x,9 = j, j € N,d.h.
j ist im Allgemeinen eine natiirliche Zahl, etwa 0 < j < 7, wenn die vorgegebe-
nen Antwortkategorien von 0 bis 7 durchnumeriert worden sind. Alternativ dazu
konnten die Antwortkategorien -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3 sein, so dass —3 < j < 3 gilt,
etc. Natiirlich kann z,, auch ein Wert auf einer Verhéltniskala sein, wie etwa ein
Blutdruckwert, ein galvanischer Hautwiderstand, oder eine Hormonkonzentrati-
on.

Aus den Mirchen wissen wir, dass es iiblich war, den Bewerber um die Hand
der schonen Konigstochter zu testen, bevor der Bewerber in die ndhere Wahl kam.
Er mufite eine schwierige Aufgabe? 16sen, oder — sozusagen zur Sicherheit — auch
drei, moglicherweise unter Zeitdruck oder anderen, unangenehmen Nebenbedin-
gungen. Das Problem bei einer solchen Versuchsanordnung sind die zufilligen

9So wird er etwa in einen Raum gefiihrt, aus dem zwei Tiiren hinaus fithren. Durch die eine
gelangt er zur Konigstochter, durch die andere zum Schafott, auf dem er seinen Kopf lassen
muf, wenn er diese Tiir wahlt. Er weifl nicht, welche Tiir wohin fithrt. Vor jeder Tiir steht ein
Wichter, von denen einer stets die Wahrheit spricht, wédhrend der andere stets liigt, — aber es
wird ihm nicht gesagt, welcher der Wichter die Wahrheit spricht. Nun darf er einem Wichter
seiner Wahl genau eine Frage stellen, die der Wachter nur mit ”ja” oder "nein” beantworten darf,
— wie lautet die Frage?
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Fehler. Ein wenig talentierter Bewerber kann des Rétsels Losung bereits ken-
nen, ohne diese selbst gefunden zu haben, oder ein talentierter Bewerber kann
durch eine Schwankung der Aufmerksamkeit oder wegen einer unvorhergesehe-
nen UnpéBlichkeit die Losung in der vorgegebenen Zeit verfehlen. Die Antwort
des Bewerbers spiegelt also nicht notwendig den wahren Wert seiner Fahigkeiten
wieder.

So ist es auch in einem psychometrischen Test oder einem Fragebogen. Man
wird mehrere Aufgaben oder Fragen als Stichprobe aus einer Population von Auf-
gaben oder Fragen stellen, um den Einfluf} zufélliger Fehler zu reduzieren. Deshalb
kann man sagen, dass x,4 die Realisierung einer zufélligen Verdnderlichen ist. Ist
die Aufgabe dichotom, so ist der Wertebereich dieser Variablen {0, 1}, was kurz
in der Form X € {0, 1} geschrieben werden kann. Handelt es sich bei einer Frage
um eine Ratingaufgabe, so ist x4y = 7, j eine natiirliche Zahl, die eine der mog-
lichen Antwortkategorien kennzeichnet. Handelt es sich um psychophysiologische
Messungen, so nimmt x,, iiblicherweise einen Wert aus einem Kontinuum von
Werten an.

Gesamttestwert: Enthélt der Test m Items, so wird der Gesamttestwert X, der
Person a oft als die Summe der Einzeltestwerte definiert:

m
Xo=) Zag. (2.4.1)
g=1

Natiirlich ist es moglich, die einzelnen Antworten noch zu gewichten, so dass der
Gesamtwert durch

m
X, = Zaga:ag (2.4.2)
g=1

gegeben ist, wobei «, irgendwelche Gewichte sind. Man kann die Gewichte wie
Regressionsgewichte interpretieren, und die x,, wie Werte von Prédiktorvaria-
blen. Fiir dichotome Items ist X,/m, m die Anzahl der Items, gerade die relative
Héufigkeit der gelosten bzw. "positiv” beantworteten Items. Da die x4, zuféllige
Variablen sind, ist auch ihre Summe X, eine zufillige Variable.

Bekanntlich soll man Apfel und Birnen nicht addieren, es sei denn, die Rede
ist nicht von Apfeln und Birnen, sondern von Friichten. In Bezug auf (2.4.1) be-
deutet dies, dass die Summierung nur Sinn macht, wenn man die x4, als Mafle
fiir die Auspragung ein und desselben Merkmals auffassen kann. Man sollte also
voraussetzen konnen, dass die Items homogen sind, dass sie tatséchlich nur ein
Merkmal messen. Die Forderung nach Homogenitét ist nicht ganz trivial: so kann
man mit Adorno, Frenkel-Brunswik, Levinson und Sanford (1950) der Meinung
sein, dass die Eigenschaft, autoritdr zu sein, ein konstitutives Merkmal fiir die
Eigenschaft ’faschistoid’ ist. Man stellt nun Items zusammen, von denen man an-
nimmt, dass sie eine Ausprigung des Merkmals 'autoritéir’ abbilden, und schliefit
von ’autoritdren’ Antworten auf eine faschistoide Personlichkeit, und von ’nicht
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autoritdren’ Antworten auf eine nicht faschistoide Personlichkeit. Nun kann es
aber sein, dass auch nicht-faschistoide, aber linksradikale Personen ’autoritére’
Antworten geben, und es kann Personen geben, die 'nicht-autoritire’ Antworten
geben, obwohl sie entweder faschistoid oder links-radikal sind. Die Position auf
einer politischen links-rechts-Skala sind nicht oder nur wenig mit der Ausprigung
auf der autoritér versus nicht-autoritir Skala korreliert. Geht man aufgrund theo-
retischer Vorstellungen von einer festen Kopplung von ’autoritér’ und ’faschistoid’
aus, so kommt es bei der Auswertung der Daten zu ausgeprigten Fehlinterpreta-
tionen. Hinzu kommt, dass Items Mischungen dieser beiden Dimensionen erfassen.

In der Tat haben faktorenanalytische Untersuchungen gezeigt, dass man au-
toridr sein kann, ohne faschistoid zu sein, und faschistoid kann man sein, ohne
autoritér zu sein. Addiert man also einfach die Testwerte fiir diese Mischung von
Items, so erhilt man einen Gesamtwert, der irgendeine Mischung von Eigenschaf-
ten zeigt, ohne dass man wiifite, wie diese Mischung zusammengesetzt ist. Fiir's
Erste ist also festzuhalten, dass die Definition (2.4.1) des Gesamtwerts Homoge-
nitét der Items voraussetzt, und ob eine Menge von Items homogen ist, mufl mit
geeigneten Methoden iiberpriift werden.

Rohwerteverteilung: Die Angabe eines Gesamtwerts macht eigentlich nur Sinn,
wenn er in irgendeiner Weise einen Vergleich ermdoglicht: ob X, eine grofie, mitt-
lere oder geringe Merkmalsauspragung ausdriickt, 148t sich nur beurteilen, wenn
man diesen Wert in Beziehung setzt zu den Werten, die andere Personen erzielt
haben. Dieser Sachverhalt fithrt dazu, dass man die Haufigkeitsverteilung der Ge-
samtwerte in der Population betrachtet. Man spricht auch von der Rohwertever-
teilung des Tests. Sind die Aufgaben des Tests eher "leicht” relativ zur Verteilung
der Merkmalsauspriagungen in der Population, so wird sich eine rechtssteile Hau-
figkeitsverteilung ergeben, sind die Aufgaben eher ”schwierig”, so wird man eine
linkssteile Verteilung finden. Sind die Aufgaben im Mittel von mittlerer Schwierig-
keit, so wird man eher eine symmetrische Verteilung finden. Es ist auch moglich,
dass die Haufigkeitsverteilung multimodal ist. Dies ist der Fall, wenn sich die
Population aus Teilpopulationen zusammensetzt, die sich hinsichtlich der Merk-
malsausprigung jeweils im Mittel unterscheiden. Miit man z.B. die Fahigkeit,
seine Aufmerksamkeit auf verschiedene Aspekte gleichzeitig — was auch immer
das heiflen mag — zu verteilen, so sollen Frauen hierin im Durchschnitt besser
sein als Méanner. Betrachtet man also eine Population, die als Subpopulationen
Frauen und Ménner enthélt, und schneiden Frauen im Durchschnitt besser im
Test ab als Ménner, so kann es geschehen, dass man eine bimodale Verteilung
erhalt.

Viele Test- und Skalenkonstrukteure/innen freuen sich, wenn die Héufigkeits-
verteilung Anlafl zu der Annahme gibt, dass die Punktwerte normalverteilt sind.
Der Vorteil eines solchen Befundes ist, dass nun viele der inferenzstatistischen
Techniken angewendet werden konnen, die die Normalverteilung voraussetzen.
Insbesondere kann man Konfidenzintervalle berechnen, Varianzanalysen rechnen,
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Abbildung 1: Prozentrénge und ihre Interpretation; P(z) ist ein Beispiel fiir eine
Funktion, die nicht die GauB-Funktion ist. Gleiche Differenzen von Prozentringen
(20 - 0, 80 - 60) entsprechen nicht gleichen Unterschieden zwischen Testwerten.

100 P(x)

80

60

Prozentrang

40 -

0 2 4 6 8 10 12
Testwerte

— etwa, um den Effekt von Interventionsmafinahmen zu iiberpriifen, etc. So hat
sich zm Beispiel die Annahme durchgesetzt, dass der Intelligenzquotient (I1Q) in
der Bevolkerung normalverteilt sei. Hat man nun einen Test entwickelt, von dem
man der Ansicht ist, er messe Intelligenz, fiir den aber die Verteilung der Punkt-
werte einer hinreichend groflen Stichprobe nicht normalverteilt ist, so kann man u.
U. eine Normalverteilung der Punktwerte erreichen, indem man bestimmte Items
des Tests durch andere ersetzt, — so lange, bis die erwiinschte Verteilungsform
erreicht wurde. Dieses Vorgehen ist nicht nur in der Intelligenzmessung beliebt
und hat eine gewisse Ahnlichkeit mit dem Prinzip der sich selbst erfiillenden
Prophezeiung.

Prozentringe: Eine Moglichkeit, eine Testleistung .4 relativ zu einer Bezugs-
population zu bewerten, ist die Bestimmung des zu x4 korrespondierenden Pro-
zentrangs. Gegeben seien die Testwerte in einer Eichstichprobe vom Umfang N.
Dann ist

Xo<lz

die kumulative Verteilung der X,-Werte (fiir alle a); p(z) entspricht der Wahr-
scheinlichkeit, dass ein Messwert x,4 kleiner, hochstens gleich z ist. Dann ist
100 x p(z) der entsprechende Prozentwert der Messwerte kleiner/gleich x.

Definition 2.4.1 Der Prozentrang P(z) = 100 x p(x) gibt an, wieviel Prozent
der Mitglieder der Eichstichprobe einen Messwert kleiner und hdochstens gleich x
erhalten haben.

Man kann nun jedem méglichen Testwert X, den Prozentrang P(X,) zuordnen;
man weifl dann, wieviel Prozent der Mitglieder der Eichstichprobe einen Testwert
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kleiner, hochstens gleich X, erhalten haben; 100 — P(X,) haben einen gréfieren
Messwert erhalten. Man spricht auch von einer Prozentrangnorm. Hat also eine
Person einen Testwert X, = 120 und gilt P(120) = 95, so haben 95% der Eich-
stichprobe einen kleineren Testwert erhalten, nur 5% haben einen gréfieren Wert
erzielt.

Uber die Prozentrangnorm erfihrt also ein Proband, wie seine Testleistung
relativ zu den Leistungen in der Eichstichprobe einzuordnen ist. Der Vorteil die-
ser Norm ist, dass sie unabhéngig von der speziellen Verteilung der Testwerte ist:
nirgends ging eine Annahme {iber die Verteilung, etwa die Annahme der Normal-
verteilung, ein.

P(X,) ist eine nicht-lineare Funktion des Testwerts X,; im Allgemeinen hat
P einen sigmoidalen Verlauf (dhnlich der bekannten Gaufischen Verteilungsfunk-
tion), vergl. Abbildung 1, wo P(X) sigmoidal, aber nicht GauBsch ist. Es gilt
stets
0 < P(X,) < 100,

unabhéngig vom Bereich der X,-Werte. Die Nichtlinearitét von P(X) impliziert,
dass die Bedeutung der Differenz zweier Prozentréinge von den Prozentrdngen
selbst abhéngt: Die Differenz 20 - 0 = 20 représentiert den Testwertebereich 0 bis
ca 6.8, wiahrend die Differenz 80 - 60 = 20 den sehr viel kleineren Testwertebe-
reich von ca 9 bis 10 abbildet. Differenzen von Prozentréingen kénnen also nicht
wie Differenzen von Intervallskalenwerten interpretiert werden. Dies gilt natiirlich
auch, wenn P(z) eine Gauf}-Funktion ist!

z-Normierung: Eine andere Moglichkeit, die Position eines Probanden relativ zu
den Werten einer Eichstichprobe zu definieren, besteht in der Standardisierung,
d.h. in der z-Transformation. Dazu sei & das arithmetische Mittel aller Testwerte
in der Eichstichprobe, und 3, sei die Streuung dieser Werte.

Definition 2.4.2 Dem Mess- oder Testwert X, eines Probanden a kann der
standardisierte Wert

A(Xy) = e (2.4.3)

zugeordnet werden. Dies ist die z-Normierung fiir den Testwert.

2(X,) hat offenbar die Form z(X,) = aX, + 8, mit a = 1/8,, f = —&/54,
d.h. die z-Transformation ist, im Gegensatz zur Prozentrangnorm, eine lineare
Transformation.

Es sei z(X,) = 1; dann folgt offenbar
Xo—T = 8,

d.h. X, weicht gerade um den Wert der Streuung vom Mittelwert = ab. Generell
kann man also sagen, dass z(X,) die Abweichung von X, vom Mittelwert z
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in Einheiten der Streuung, also in §,-Einheiten, angibt. Die z-Normierung ist
ebenfalls verteilungsfrei, d.h. es mufl keine bestimmte Verteilung angenommen
werden. Will man keine Verteilung annehmen, erleichtert die Tchebyscheffsche
Ungleichung die Interpretation. Nach dieser Ungleichung gilt

1
ﬁ.

fiir k = 2 hat man also P(| X —pu| > 20) < 1/4 = .25, d.h. 75% der Testwerte liegen
innerhalb des Bereichs +20 bzw. £§,. Fiir £ = 3 erhélt man P(|X — u| > 30) <
1/9 = .11, d.h. ca 11% der Werte liegen aulerhalb des Intervalls (Z — 35, T + 8,
89 % liegen innerhalb dieses Intervalls. Kann eine bestimmte Verteilung, etwa
die Normalverteilung, angenommen werden, kénnen natiirlich schérfere Aussagen
gemacht werden.

P(X — | > ko) < (2.4.4)

Weitere Normierungen: Handelt es sich bei dem Test um einen Intelligenztest,
so ist es tiblich, den Rohwert X, in einen IQ-Wert zu transformieren. Dazu wird
davon ausgegangen, dass die IQ-Werte in der Population normalverteilt sind. Man
z-transformiert zunéchst den Punktwert X, in den z-Wert z(X,), und berechnet
dann

IQ(X,) = 100 4 152(X,). (2.4.5)

Statt der IQ-Transformation wird gelegentlich auch die T-Transformation
T(X,) =50+ 102(X,) (2.4.6)

gewihlt. Wiederum alternativ dazu wird gelegentlich die Stanine-Transformation

vorgenomimen:
S(Xa) =5+ 22(Xa). (2.4.7)

Diese Transformation bedeutet, dass dem X,-Wert ein Stanine-Wert S(X,) zu-
geordnet wird, der zwischen 1 und 9 liegt ("standard nine”).

Die Transformationen liefern bestimmte Skalen; etwas sophistiziertere Skalen
werden in den Abschnitten 2.6.6 und 2.6.7 vorgestellt.

Anmerkungen:

1. Ein- und Mehrdimensionalitét: Die Bildung eines Gesamttestwerts ("Sum-
menscore”) setzt im Allgemeinen voraus, dass die Messwerte fiir die einzel-
nen Items Ausprigungen ein und desselben Merkmals bedeuten. Reprisen-
tieren einige Items die Merkfdhigkeit, andere wiederum rein arithmetische
Fahigkeiten, so ergibt sich die Frage, was die Summe der Scores aus die-
sen beiden (Unter-)Tests bedeuten soll. Der Intelligenzquotient (IQ) ist im
Prinzip eine solche Summe iiber verschiedene Testleistungen. Man kann nun
sagen, dass jede solche Summenbildung sinnlos ist und postulieren, dass je-
de Summenbildung strikte Eindimensionalitdt — es wird nur ein Merkmal
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gemessen — voraussetzt. Man kann aber auch argumentieren, dass die ver-
schiedenen Merkmale (Merkfihigkeit, Rechenfihigkeit) Aspekte eines kom-
plexen Merkmals sind, in das die Messwerte der einzelnen Merkmale, mogli-
cherweise gewichtet, additiv eingehen. Aus der Statistik ist dieses Vorgehen
bekannt: bei der multiplen Regression wird z.B. der Einflufl des Geschlechts,
des Alters, der Ausbildung etwa auf das Ausmafl der Zufriedenheit einer
Person betrachtet.

. Eichstichprobe: Die Interpretation eines Gesamtwertes X, fiir eine Per-
son a entweder in iiber den Prozentrang P(X,) oder die Standardisierung
2(X,) geschieht durch Bezug auf eine Eichstichprobe, von der angenom-
men wird, dass sie eine Stichprobe aus einer bestimmten Population ist.
Damit die Interpretation in Bezug auf die Population sinnvoll ist, muf} die
Eichstichprobe repréisentativ fiir diese Population sein; zur Bildung einer
solchen Stichprobe gelten dann die iiblichen Regeln, wie sie in der Statistik
eingefiihrt werden.

Dies gilt natiirlich ebenso fiir alle Transformationen, die aus der z-Transfor-
mation abgeleitet worden sind, wie die IQ-, die T- und die Stanine-Transfor-
mation.

. Populationsbezug: Der Bezug auf eine Eichstichprobe bedeutet den Be-
zug auf eine Population. Daraus ergibt sich die Frage, ob man die Messwerte
zweier Personen, die aus verschiedenen Populationen stammen, miteinan-
der vergleichen kann. So kénnen Messwerte, die mit dem gleichen Test an
Mitgliedern verschiedener sozialen Schichten erhoben wurden, verschiedene
Bedeutungen haben.

. Testwert als Wert einer zufilligen Veridnderlichen: Wie oben an-
gemerkt wurde, sind die x,4 und damit auch die Gesamtwerte X, mdogli-
cherweise mit zufilligen Fehlern behaftet. Da die Transformationen, vom
Prozentrang bis zum Stanine-Wert, direkt am Messwert vorgenommen wer-
den, sind auch die transformierten Werte zufillige Verdnderliche. Dies fithrt
auf die Frage, ob der beobachtete Wert vom "wahren” Wert abweicht, und
diese Frage fiithrt auf die Frage, was denn unter einem solchen Wert verstan-
den werden soll. Eine Moglichkeit, diesen Begriff zu spezifizieren, besteht in
der Annahme, dass die Zufélligkeit des Messwertes durch einen additiven
Messfehler ¢ entsteht. Der Messfehler repréisentiert alle nicht weiter kon-
trollierbaren Effekte, die auf die Messung einwirken und eine Abweichung
von dem Wert, der die tatsidchliche Merkmalsausprigung représentiert, er-
zeugen.

. Zur Annahme der Normalverteilung: Die Annahme eines additiven
Messfehlers e liegt vielen statistischen Analysen zugrunde, man denke an
die Varianz- und Regressionsanalyse. Die iibliche Annahme ist dann, dass
¢ normalverteilt ist. Diese Annahme wird meistens durch Hinweis auf den
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Zentralen Grenzwertsatz begriindet, meistens ohne Uberpriifung der Bedin-
gungen, die diesem Satz zugrundeliegen. Dariiber hinaus wird oft angenom-
men, dass € unabhéngig vom wahren Wert ist. In der Tat hat es Vorteile,
einen vom wahren Wert unabhéngigen, normalverteilten Fehler annehmen
zu konnen, denn dann steht ein elaboriertes Arsenal von inferenzstatisti-
schen Verfahren zur weiteren Interpretation der Testwerte zur Verfiigung.

Dariiber hinaus wird gelegentlich postuliert, die Auspriagung des gemesse-
nen Merkmals sei in der Population normalverteilt, z. B. die Intelligenz, wie
sie sich in IQ-Werten ausdriickt. Jede Person a einer Population P hat also
eine fiir sie charakteristische "wahre” Intelligenz, und die Wahrscheinlich-
keit, dass eine zufillig gewéhlte Person einen 1Q etwa zwischen 115 und 125
hat, ist durch ®(125) — ®(115) gegeben, wobei ®(x) die durch die GauB-
Verteilung gegebene Wahrscheinlichkeit ist, einen 1Q kleiner/gleich = zu
haben. W&hlt man also eine Person zufillig aus P aus, so wiahlt man mit
ihr zuféllig einen wahren IQ aus, dem sich bei der Messung der Intelligenz
noch ein normalverteilter Messfehler tiberlagern kann.

Die Annahme einer in der Population normalverteilten Intelligenz geht auf
Galton'® zuriick, der sie durch Analogiebetrachtungen rechtfertigte: so wie
die Korpergrofle in guter Naherung normalverteilt ist, so konnte ja auch die
F&higkeit des Gehirns in guter Ndherung normalverteilt sein. Zudem kann
durch geeignete Wahl von Items immer approximativ normalverteilte Test-
werte erreicht werden. Sicherlich kann die Annahme einer Normalverteilung
fiir Testwerte immer nur eine Approximation sein, denn fiir eine normal-
verteilte zufillige Verinderliche X gilt —oo < X < o0, und eine negative
Intelligenz ist schwer vorstellbar. Insofern konnte es sinnvoller sein, X als
auf [0, 00) definiert anzunehmen und eine entsprechende Verteilung zu wih-
len. Dann ginge allerdings der enorme praktische Vorteil (man denke an all
die Verfahren, die die Normalverteilung voraussetzen) dieser Verteilung ver-
loren. Ob ein Merkmal in der Population approximativ normalverteilt ist
oder nicht ist letztlich eine empirische Frage.

Natiirlich ist man am "wahren” Wert der Merkmalsausprédgung einer Person in-
teressiert. In den vorangegangenen Betrachtungen wurde von der naheliegenden
Konzeption eines "wahren Testwerts” ausgegangen; es muf3 nun elaboriert werden,
wie man von den beobachteten Werten zu den in diesem Sinne wahren Werten
gelangt. Diese Elaboration findet in der Klassischen Testtheorie (KTT) statt. Fiir
viele Arten von Messungen kann der Ansatz der KT'T sinnvoll sein. Ob er gene-
rell fiir psychometrische Messungen sinnvoll ist, ist eine andere Frage. Man denke
etwa an Tests, deren Items dichotom sind, wenn etwa die Antworten auf Fra-
gen nur als entweder "richtig” oder "falsch” gewertet werden. X, ist dann gleich
der Anzahl der als "richtig” gewerteten Antworten. Ist die Anzahl der Item des
Tests hinreichend grof3, kann man wieder davon ausgehen, dass wegen des Zentra-

OFrancis Galton (1822 — 1911), (Halb-)Cousin von Charles Darwin.
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len Grenzwertsatzes X, approximativ normalverteilt ist. Die Annahme eines vom
wahren Wert unabhéngigen Fehlers ist aber kaum noch zu rechtfertigen; schon im
Falle einer Binomialverteilung, die ja fiir hinreichend grofien Wert von n durch ei-
ne Normalverteilung approximiert werden kann, sind ja Erwartungswert p, = np
und die Varianz 02 = np(1 — p) nicht unabhingig voneinander, d.h. man kann
X, nicht in der Form X, = p4 + €, € unabhéngig von u,, konzipieren, denn die
Unabhiingigkeit widerspricht dem Sachverhalt, dass V(e) = np(1—p) = uqe(1—p)
ist. Analoge Betrachtungen lassen sich fiir Tests anstellen, bei denen Antworten
auf Ratingskalen eingefordert werden. Es wird sich zeigen, dass gerade die di-
chotomen Items eine Analyse erfordern, die von dem oben skiziierten intuitiven
Ansatz nicht entsprechen.

Die Interpretation von Testdaten setzt offenbar ein bestimmtes Modell voraus,
das den Rahmen fiir die Interpretation definiert. Im folgenden Abschnitt werden
die wichtigsten Modelle vorgestellt.

2.5 Testmodelle

Grundlage fiir die Konstruktion eines psychometrischen Tests ist eine Theorie,
anhand der die Antworten eines Probanden auf das zu messende Merkmal be-
zogen werden. Es gibt zwei verschiedene Ansitze: (i) die Klassische Testtheorie
(KTT), und (ii) die Probabilistische oder Item-Response-Theorie (IRT). Beide
sollen hier kurz vorgestellt werden, damit bestimmte Begriffsbildungen voraus-
gesetzt werden konnen. Ausfiihrlicher diskutiert werden die beiden Theorien in
spéateren Abschnitten.

Im Folgenden wird weitgehend von der durch Lord & Novicks (1968) ein-
gefithrten Notation Gebrauch gemacht: P ist die Population, in der der Test
angewendet werden soll, a € P bezeichnet eine bestimmte Person aus dieser Po-
pulation, g ist der Index fiir ein Item, d.h. I, bezeichnet das g-te Item eines Tests,
g=12,....,m.

Allerdings wird die in neueren Texten iiblich werdende Bezeichnung E fiir
den Erwartungswert einer zufilligen Verénderlichen eingefiihrt, damit eine Un-
terscheidung zwischen der Bezeichung E fiir "Fehler”, wie sie in Lord & Novick
und in vielen anderen Texten zur Testtheorie {iblich ist, und dem Erwartungs-
wert, der in Statistiktexten ebenfalls mit E bezeichnet wird, moglich ist (Lord &
Novick benutzen £). Die Bezeichnung V fiir die Varianz ist kiirzer als die oft ver-
wendete Schreibweise Var und korrespondiert im Erscheinungsbild zu E, ebenso
K fiir die Kovarianz (Kov in vielen Statistiktexten).

1. Die Klassische Testtheorie, KTT: Die KTT ist eine Ausformulierung
der im vorangegangenen Abschnitt 2.4 vorgestellten intuitiven Betrachtun-
gen zum Gesamttestwert. Fiir eine Person a wird der Testscore X, iiberli-
cherweise die Summe der Scores (Punktwerte) fiir die einzelnen Aufgaben
oder Fragen, berechnet. Fiir jede Person gibt es einen fiir sie charakte-
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ristischen "wahren” Wert; dies ist der Erwartungswert 7, = E(X,). Der
tatséichliche Wert X, weicht im Allgemeinen von diesem wahren Wert ab:
die Abweichung ¢, = X, —E(X,) ist der Messfehler. Die Abweichung ¢, ist
eine zufillige Verdnderliche. Diese Begriffe werden schon fiir einzelne Items
eingefiihrt: fiir den Messwert x,, der a-ten Person beim g-ten Item wird
die Zerlegung x,y = Tag + €q¢ eingefithrt, mit analoger Deutung von 7,4
und €44. Tog bzw. 7, kann nicht direkt beobachtet, sondern muf3 geschétzt
werden. Man spricht auch von Messfehlertheorie (Steyer und Eid, 1991).
Eine ausfiihrlichere Diskussion des Begriffs des wahren Wertes wird in Ab-
schnitt 3.1, Seite 140, gegeben, in dem die K'TT dargestellt wird. Es wird
postuliert, dass €44 bzw. £, von 7,4 bzw. 7, unabhiingig ist.

Im Falle dichotomer Items ist x,4 mehr Indikatorfunktion als Messwert im
iiblichen Sinne: x4, = 1 zeigt an, dass die Frage "richtig” beantwortet wur-
de. Ist p,y die Wahrscheinlichkeit, dass die Person a die g-te Frage richtig
beantwortet, so ist E(2qg) = Tag = Pagl + (1 — Pag)0 = pag. Man wird sinn-
vollerweise vermuten, dass p,y; von der gemessenen Merkmalsauspragung
abhéngt. Diese habe bei der Person a den Wert 6, so dass pag = pag(f) an-
genommen werden kann, d.h. die Wahrscheinlichkeit p,, ist eine Funktion
von 6. Es liegt nun nahe, den Begriff des wahren Wertes mit dem Parameter
6 bzw. 6, in Bezichung zu setzen. Damit hat man dann aber den Ubergang
zu der folgenden Theorie vollzogen:

. Die Probabilistische oder Item-Response-Theorie (IRT) Bei dieser
Theorie wird die Wahrscheinlichkeit einer Antwort zu einem Fahigkeitspa-
rameter 0,, der die Person a € P représentiert, und einem Schwierigkeitspa-
rameter k4 fiir das g-te Item direkt in Beziehung gesetzt. Beide Parameter
miissen aus den Daten geschétzt werden, wobei 0, und x, unabhéngig von-
einander geschétzt werden koénnen, wenn bestimmte Bedingungen erfiillt
sind. Aufgrund dieser Unabhingigkeit werden die Fahigkeitsparameter 7,
und 6, sowie die Schwierigkeitsparameter m, und k4 nicht nur jeweils ver-
schiedene Werte haben, sondern miissen auch verschieden interpretiert wer-
den. Eine weitergehende Diskussion der Bedeutung der Parameter 6, und
kg erfolgt in Abschnitt 2.6.1.

Die KTT wird gelegentlich eine deterministische Theorie genannt, wohl weil der
Personenparameter p, eine feste Grofle ist. Andererseits ist der entsprechende
Personparameter 6, in der probabilistischen Theorie ebenfalls eine Konstante, —
zufillige Fluktuationen des zu messenden Merkmals werden in beiden Theorien
nicht angenommen. Zumindest werden zufillige Prozesse im Antwortverhalten
nicht explizit diskutiert.

Lord und Novick (1968) haben die Charakterisierung der KTT als eine deter-

ministische Theorie als irrefithrend bezeichnet. Der tatséchlich erhobene Testwert
X weicht ja zufillig vom "wahren” Wert p, ab. Insbesondere wird angenommen,
dass der "Fehler” ¢ Gauf3-verteilt ist. Tatsache ist aber, dass die Beziehung zwi-
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schen X, 7, und der Wahrscheinlichkeit, dass X einen bestimmten Wert annimmt,
einigermaflen indirekt ist, widhrend in den probabilistischen Theorien die Bezie-
hung zwischen dem Personenparameter, der Schwierigkeit eines Items und der
Wahrscheinlichkeit einer Antwort (Losung einer Aufgabe, Zustimmung zu einem
Meinungsitem, etc) sehr direkt erscheint.

2.6 Tests und latente Merkmale
2.6.1 Antwortfunktionen

Die Messungen, also die Antworten der Personen und die Kodierung der Antwor-
ten sind die manifesten Daten, oder auch Realisierungen manifester Variablen.
Das zu messende Merkmal, das oft nicht direkt beobachtet werden kann, heifit
dementsprechend latente Variable (latent trait). Das Ziel einer Testtheorie ist,
von den manifesten auf die latenten Variablen schlielen zu kénnen. Ein zentraler
Begriff beider Theorien, der KTT wie der IRT, ist desbalb der der Antwortfunk-
tion, auch Itemfunktion, Item Characteristic Function (Lord & Novick (1968), p.
360) oder Item Response Function bzw. einfach Response Function. Intuitiv ge-
sprochen kann man sagen, dass die Itemfunktion dem Personenparameter 6, der
die Auspriagung des gemessenen Merkmals reprisentiert, eine Wahrscheinlichkeit
zuordnet, mit der eine Aufgabe (Item) gelost oder einer in einem Item geduftern
Meinung zugestimmt wird; der Einfachheit halber wird im Folgenden nur von
Aufgaben, die gelost oder nicht geldst werden, gesprochen; dies sind die dicho-
tomen Items. Fiir diese Items ist ja der "wahre Wert” 7,4 einer Person fiir das
g-te Item gerade gleich der Wahrscheinlichkeit p,q, mit der das Item beantwor-
tet wird, wie im vorangegangenen Abschnitt bereits ausgefithrt worden ist. Die
Verallgemeinerung fiir den Fall polynomer Items ist dann nicht weiter schwierig.
Eine eher formale Definition der Itemfunktion ist die

Definition 2.6.1 Es sei X, = {0,1} eine Indikatorfunktion fir das Item I, mit
Xy =1, wenn I, gelost wurde, und X, = 0 sonst. 0 reprdasentiere die Ausprdgung
des gemessenen Merkmals. Die Funktion

F,(0) = P(X, =1]0), 0<F,60) <1 (2.6.1)

heifst Itemfunktion fir das Item I,. Gilt Fg(8) < Fy(0') fiir alle (0,0") mit 0 < ¢,
50 heif$t F; mononoton, anderfalls heifit F, nicht-monoton.

Anmerkungen:

1. Da F,;(0) eine Wahrscheinlichkeit ist, ndimlich die des zufélligen Ereignisses
X, = 1, folgt, dass in jedem Fall 0 < F,(#) < 1. Monotone Itemfunktio-
nen ergeben sich z.B. in Leistungstests, wenn die Wahrscheinlichkeit, eine
Aufgabe zu 16sen, mit dem Merkmal, das 6 repréisentiert, wachst; die Wahr-
scheinlichkeit, die Aufgabe 17.352 x /7 =? innerhalb von fiinf Sekunden
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Abbildung 2: Mégliche monotone Itemfunktionen; zur weiteren Erlduterung siehe
den Kommentar 2 im Text.
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im Kopf zu 16sen, steigt mit der rechnerischen Begabung. Auch bei Einstel-
lungsfragen finden sich monotone Itemfunktionen: die Wahrscheinlichkeit,
dem Item "Die Lebensaufgabe der Frauen ist, sich der Wiederherstellung
der Arbeitskraft des Mannes zu widmen” steigt mit der Ausprigung einer
talibanesken Grundeinstellung. Andererseits ergeben sich nicht-monotone
Itemfunktionen gerade auch bei Einstellungsfragen. So stimmen dem Item
"Kindesmiflhandlungen sollten mit fiinf Jahren Geféingnis bestraft werden”
nur diejenigen zu, die der Ansicht sind, dass fiinf Jahre Gefingnis das rich-
tige Strafmafl sind, wihrend alle diejenigen, die diese Strafe entweder zu
hoch oder zu niedrig sehen, nicht zustimmen.

2. Die Abb. 2 zeigt drei mogliche Klassen von Itemfunktionen. In (A) sind die
Itemfunktionen Schrittfunktionen; im Rahmen der Testtheorie spricht man
auch von Guttman-Funktionen, nach Guttman (1950). Solche Funktionen
sind geméf

0, 0<k
F,(0) :{ 85 KZ (2.6.2)

definiert: Ist die Fahigkeit kleiner als ein bestimmter 6-Wert, etwa 0 = &, fiir
das g-te Item I, so ist die Wahrscheinlichkeit einer Antwort gleich Null, ist
sie grofler als kg, so ist die Wahrscheinlichkeit einer Antwort gleich 1. Bei
der Konstruktion von Guttman-Skalen wird diese spezielle und sicherlich
nicht sehr plausible Annahme gemacht. (B) zeigt lineare Itemfunktionen,

0, 0< 091
Fy0) = a,0+ By, 0,1 <0< 0y (2.6.3)
1, 0> 04

Da ay40,1 + B4 = 0 folgt By = —ayby1 = —ky. Dieses Modell wird ergibt
sich u.a. im Zusammenhang mit der Klassischen Testtheorie (KTT), wenn
dichotome Items betrachtet und bestimmte Zusatzannahmen iiber die Be-
ziehung zwischen dem Erwartungswert des Scores und der Ausprigung 6
des gemessenen Merkmals gemacht werden. Dieser Fall wird in Abschnitt
3.8.2, Seite 200, ausfiihrlich diskutiert.

32



Die Itemfunktionen (a), (b) und (c) in (C) haben verschiedene Formen. Die
Funktion (a) steigt erst schnell mit der Féhigkeit #, dann aber langsam.
Bei der Funktion (c) ist es umgekehrt: die Funktion steigt erst langsam,
um dann schnell gegen 1 zu streben. Die Funktion (b) ist symmetrisch in
dem Sinne, dass in der gleichen Weise, wie Wahrscheinlichkeit einer Lo-
sung bis zum Wendepunkt beschleunigt wéchst, vom Wendepunkt an ent-
schleunigend gegen 1 strebt. Bei (a) und (c) handelt es sich um Weibull-
Funktionen, bei (b) um eine Gau-Funktion (also um die kumulierte Nor-
malverteilung). Die genaue mathematische Definition der Funktionen ist an
dieser Stelle aber nicht wesentlich, es kommt darauf an, zu illustrieren, dass
man zwischen verschiedenen Klassen von Funktionen wéhlen kann. Welche
man wahlt, sollte von psychologischen Betrachtungen abhéngen. Betrach-
tungen dieser Art werden aber in der Testtheorie iiblicherweise nicht ange-
stellt. Statt dessen werden entweder ad-hoc-Argumente beniitzt: die Gauf-
Funktion wird mit Hinweis auf den Zentralen Grenzwertsatz eingefiihrt und
akzeptiert, weil sie als "Normal’verteilung eben die Standardverteilung ist,
die bei vielen statistischen Analysen unterstellt wird. Die logistische Vertei-
lung wurde zunéchst gewahlt, weil sie der Gau-Funktion sehr #hnlich ist,
mathematisch aber leichter zu handhaben ist. Spéter zeigte sich dann, dass
die logistische Verteilung Eigenschaften hat, die sie fiir einige Autoren als
die einzig sinnvolle Itemfunktion erscheinen 14t. Darauf wird weiter unten
noch eingegangen.

. Testtheorien werden im Allgemeinen als Mefltheorien konzipiert. Dies be-
deutet, dass in erster Linie nach einer numerischen Repréisentation der Aus-
priagungen eines Merkmals gesucht wird. Sind a € P und a’ € P zwei Perso-
nen aus der untersuchten Population, so werden also Zahlen 6, und 6, mit
a > 0q, a’ — 0, gesucht derart, dass 6, # 6./, wenn sich a und o’ hinsicht-
lich des untersuchten Merkmals unterscheiden; ist das Merkmal quantitativ,
so soll insbesondere 6, < 6, gelten, wenn bei a das Merkmal weniger aus-
geprigt ist als bei a’. Worauf es nun ankommt, ist, dass die Itemfunktion
F, diese Relationen korrekt abbildet. Dazu wird, um Fj, zu spezifizieren,
im Allgemeinen kein explizites Modell des Antwortprozesses vorgelegt. Je-
de Funktion, die einerseits den in Definition 2.6.1 genannten Forderungen
geniigt und andererseits eine numerische Repréisentation a — 6, liefert,
die die Merkmalsauspriagung fiir beliebige a € P korrekt abbildet, ist ei-
ne zulédssige Spezifikation der Itemfunktion Fy. Durch die Wahl der Gauf-
bzw. der logistischen Funktion werden bestimmte Einschrénkungen dieser
allgemeinen Betrachtungen induziert.

. Die im Folgenden présentierten Itemfunktionen werden durch Verteilungs-
funktionen von zufélligen Verénderlichen, sagen wir 7, definiert, die aber
dann aber nicht als Verteilungsfunktion, sondern als Funktion eines Para-
meters betrachtet werden. Ist 1 eine N (u, 0?)-verteilte zufillige Versinder-
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liche, so ist die Verteilungsfunktion

F(nolp, 0%) = P(n < nolp, o)

eine Funktion von ng fiir gegebene Parameterwerte von p und o2, wo-
bei fiir alle endlichen Werte von g und o? gilt, dass die Bedingung 0 <
F(nolp, 0?) < 1 erfiillt ist. F kann nun zu einer Itemfunktion werden, wenn
man den Wert 79 fest hilt und F etwa als Funktion von 6 = p betrachtet.
Die zufillige Variable n tritt bei diesen Betrachtungen dann nicht mehr auf.
Die Itemfunktion gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass n < ng ist fiir fixen
Wert von 79, wenn p einen bestimmten Wert hat. 7 ist eine unterliegen-
de Variable (underlying variable) (Bartholomew (1980, 1987)), auf die, wie
oben schon angemerkt, im Rahmen der Testtheorie im Allgemeinen nicht
explizit rekurriert wird; es 1463t sich aber zeigen, dass die interessierenden
Parameter der Itemfunktion, also der Personen- und der Itemparameter,
iiber die Erwartungswerte bzw. Momente der unterliegenden Variablen de-
finiert werden konnen. Bartholomew (1987), p. 103, zeigt, dass dieser Ansatz
fiir bindre (dichotome) Items dem iiblichen Ansatz, Itemfunktionen einzu-
fithren, dquivalent ist. Auf die Implikationen dieser Aquivalenz wird weiter
unten noch zuriickgekommen.

Die folgende Betrachtung motiviert die in der Literatur (Lord & Novick
(1967) gegebene Definition der Itemfunktion (s. unten).

Diesem Begriff der Itemfunktionen unterliegt die folgende Betrachtung: Es
sei 1 die zufillige Verdnderliche, die die bei einer Person Merkmalsauspré-
gung zum Zeitpunkt der Messung repréisentiert. Um das Item I, "positiv”
beantworten zu kénnen(die Aufgabe zu losen, der Meinungsaussage zuzu-
stiommen, etc), mu 1 > k4 sein, wobei kg4 ein fiir I, kritischer Wert ist.
7 habe den fiir die Person charakteristischen Erwartungswert E(n) = 6,
die Varianz von 7 sei 0. Die Wahrscheinlichkeit einer positiven Antwort ist
dann P(n > kg4|0,0), wobei jetzt der Einfachheit halber nur P(n > k)
geschrieben werden soll. Man beachte, dass P(n > r4) und nicht P(n < kg)
betrachtet wird: die Itemfunktion soll ja die Wahrscheinlichkeit angeben,
mit der eine positive Antwort gegeben wird. Dann folgt

— 9 .y .y
P(T]>f£g):P(77—9>lig—6):P<n > 9 >=P<Z>”g )

g g g

Z habe die Verteilungsfunktion F' und die Dichte f. Dann ist

Fm%—eygy:p(zg*%;9>.

Nun werde angenommen, dass f symmetrisch ist. Dann gilt P(Z > zp) =
P(Z < —zp) (vergl. Abbildung 3). Dann folgt mit zy = (kg — 0) /0

0 — Ky

pw>aﬁ:ngfmzp<zg >:nw_%y@.@ﬁ@

g
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Abbildung 3: Wahrscheinlichkeiten bei symmetrischen Verteilungen, sowie Item-

funktionen
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Obwohl also eigentlich P(Z > zp) betrachtet wird, kann man den Wert
dieser Wahrscheinlichkeit iiber die Verteilungsfunktion an der Stelle —zg
ausdriicken. Die schwarze und die blaue Itemfunktion in Abb. 3 unterschei-
den sich nur hinsichtlich des Parameters x4, wihrend sich die rote von der
schwarzen hinsichtlich des Wertes von ¢ unterscheiden. Man beachte, dass
die Itemfunktionen Funktionen von 6 sind. O

Die Itemfunktionen, die in den Testtheorien eine zentrale Rolle spielen, sind das
Ogiven-Modell sowie das logistische Modell:

1. Das Ogiven-Modell: Mit ® sei die Verteilungsfunktion einer N(0,1)-

verteilten zufilligen Verdnderlichen gemeint, d.h es gelte ®(z) = P(Z < z),
Z ~ N(0,1). Die Itemfunktion ist definiert durch

ag(8—bg)
F,(6) = ®(ay(6 — by)) = / o(z)dz, ay >0 (2.6.5)

—0o0

wobei (z) die Dichte der Standardnormalverteilung ist, also
p(2) = exp(—2°/2)/V2m.

agl/og > 0 und b, sind freie Parameter, auf deren Interpretation weiter
unten noch eingegangen wird; im Allgemeinen ist b, = .

Das Ogive-Modell ist im Rahmen der KTT konzipiert worden (Lord &
Novick (1968), p. 366).
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2. Das logistische Modell: Die Itemfunktion ist definiert durch

60‘9(0_’{9)

F,(6) ay > 0. (2.6.6)

- 1+ eag(e_bg) ’

ag und by sind wieder freie Parameter.

Das logistische Modell &8t sich wieder {iber den Ansatz P(n > k4) moti-
vieren, wobei dann nur die logistische Verteilung statt der Gau3-Verteilung
betrachtet wird.

Das logistische Modell ist das Standardmodell der probabilistischen Test-
theorien. Ein Spezialfall dieses Modells ist die Itemfunktion, wie sie im
Rasch-Modell!! angenommen wird:

O0—rg

F, () (2.6.7)

T 1t elre’
Formal ergibt sich diese Funktion aus (2.6.6), indem man oy = 1 und b, =
kg setzt. Eine alternative Interpretation bzw. Herleitung des Rasch-Modells
wird in Abschnitt 2.6.3 gegeben.

Anmerkungen: Da @ eine Verteilungsfunktion ist, ndmlich die der standardi-
sierten Gaufl-Variablen, ist fiir das Ogive-Modell die Bedingung 0 < Fy(0) < 1
sicherlich fiir alle 6 erfiillt. Dariiber hinaus gilt ®(a4(0 —kg4)) — 1 fiir wachsenden
Wert von 6, so dass im Ogive-Modell eine monotone Itemfunktion definiert wird.
Eine analoge Ausage gilt fiir das logistische Modell, denn hinter dem Ausdruck
auf der rechten Seite von (2.6.6) verbirgt sich die logistische Verteilungsfunktion,
auf die in Abschnitt 2.6.3 noch genauer eingegangen wird. Auch hier wird eine
monotone Itemfunktion definiert. Wichtig ist, dass in metheoretisch motivierten
Testmodellen sowohl ® als auch die logistische Funktion nur jeweils als Funktion
insbesondere von 6 eingefiihrt werden; dass beide Funktionen auch Verteilungs-
funktionen irgendwelcher zufilliger Verénderlicher sind, spielt bei der Definition
von F, zunéchst keine Rolle. Das Rasch-Modell erlaubt unter bestimmten Be-
dingungen, die Parameter 6 = 0, einer Person a € P und den itemspezifischen
Parameter k4 fiir ein Item I, unabhéngig voneinander zu bestimmen. Unter die-
sen Bedingungen sind die Schétzungen der Merkmalsparameter 6 fiir verschie-
dene Personen spezifisch objektiv. Die spezifische Objektivitdt der Schéitzungen
begriindet den besonderen Reiz des Rasch-Modells. ]

Zur Interpretation der Parameter o, und b,: Sowohl im Ogive- wie auch
im logistischen Modell definiert o, die Trennschérfe eines Items I, und b, die
Schwierigkeit von 1.

Um diese Interpretation einzusehen, betrachte man den Extremfall oy = 0.
Dann ist ag(6 — by) = 0 fiir alle 6, und da ®(0) = 1/2 folgt fiir das Ogive-Modell

" Georg Rasch (1901 - 1980), dinischer Statistiker
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Fy(0) = 1/2 fiir alle 6. Es ist, als wiirde die Aufgabe durch Miinzwurf geldst,
unabhéngig von der Auspridgung des zu messenden Merkmals. Dies bedeutet,
dass zwischen zwei Personen a und ¢’ anhand der Beantwortung oder Losung des
Items I, nicht getrennt werden kann, denn die Antwort ist ja unabhéngig von
den moglicherweise verschiedenen ¢-Werten. Nun sei oy gro8, z.B. ay = 100. Fiir
so grofle Werte von o, nihert sich ® einer Schrittfunktion an, d.h. es existiert ein
6o derart, dass ®(ay(0 — by)) ~ 0 fiir 6 < Oy und P(ay(0 — by)) ~ 1 fiir 6 > 6.
F, trennt nun scharf zwischen allen Personen mit 6 < 6y und 6 > 6.

Die Betrachtung fiir die logistische Funktion ist vollkommen analog: fiir oy = 0
folgt
_ eV 1
T 14e0 2
fiir alle 6. Dividiert man in (2.6.6) auf der rechten Seite Zéhler und Nenner durch
exp(ag(d — by)), so ergibt sich der Ausdruck

Fy(0)

B 1
o 1+ e—ag(0—bg) "

Fy(9)

Fiir 6 —b, > 0 folgt F,(0) — 1, wenn o,y — oo, und fiir 6 —b, < 0 folgt Fy(6) — 0,
wenn oy — 00, d.h. I, trennt fiir groflen Wert von a4 scharf zwischen Personen
mit einem Parameter 6 < b, und Personen mit einem Parameter 6 > b,. Deswegen
kann man sowohl im Ogive- wie auch im logistischen Modell o als Trennschérfe-
parameter interpretieren. Es muf} aber angefiigt werden, dass fiir grofie Werte von
oy die Trennschirfe zwar zunimmt, was die Unterscheidung zwischen Personen
mit entweder 6 < b, oder 6 > b, angeht, dass dafiir aber zwischen Personen mit
6 < by immer weniger getrennt wird. Analog dazu wird immer weniger zwischen
Personen, fiir die 6 > b, gilt, getrennt. Deshalb sind grofie ay-Werte nur dann
von Interesse, wenn es eben nur auf die Unterscheidung zwischen 6 < b, und
0 > by ankommt. Will man moglichst gut zwischen allen Personen unterscheiden,
sind mittlere Werte von oy besser. Es sei angemerkt, dass fiir den Spezialfall des
Rasch-Modells die Trennschérfe fiir alle Items I, identisch ist, da oy = 1. Nur
fiir den Fall ay # 1 konnen sich unterschiedliche Trennschérfen ergeben, da dann
F, von der Differenz ag(6 — by) = oy — agbg abhéngt, d.h. wird dann durch den
Faktor a, gewissermaflen itemspezifisch skaliert. Abb. 4 zeigt Itemfunktionen fiir
verschiedene a,-Werte. Die Verschiedenheit der ay-Werte impliziert, dass sich die
Funktionen schneiden. Am Beispiel (b) wird dies besonders deutlich: Ttem I3 ist
fiir kleinere Werte von 6 schwieriger ist als Item Iy, wihrend fiir gréflere Werte
von 6 I, schwieriger ist als I3. Das bedeutet, dass Personen mit einer geringeren
Merkmalsauspriagung das Item Is mit groflerer Wahrscheinlichkeit beantworten
als Personen mit einer grofleren Merkmalsauspragung.

Der Parameter by bestimmt die Lokation der Itemfunktion, d.h. den Wertebe-
reich von 6, innerhalb dessen F, von 0 gegen 1 strebt. Deckt dieser Bereich eher
kleine Werte von 6 ab, so geniigen eben kleinere Werte von 6, um die Aufgabe
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Abbildung 4: Itemfunktionen fiir verschiedene Items mit verschiedenen o,-Werten
(Ogive- oder logistisches Modell)
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zu l6sen oder die Frage zu beantworten; die Aufgabe ist "leicht”. Deckt der Wer-
tebereich eher groflere Werte von 6 ab, so benttigt man eine groflere Fahigkeit
oder allgemein eine groflere Auspriagung des gemessenen Merkmals, um das Item
zu beantworten; das Item I, ist "schwierig”. Der Wert von b, bestimmt also das
Schwierigkeitsniveau des Items. Diese Betrachtung gilt fiir das Ogive- wie das
logistische Modell gleichermaflen.

2.6.2 Lokale stochastische Unabhingigkeit

Der Begriff der lokalen oder bedingten stochastischen Unabhéngigkeit ist von
grofler Wichtigkeit fiir die Moglichkeit, die Parameter 8 und x zu schétzen. Es
wird zun#chst versucht, die Bedeutung des Begriffs zu veranschaulichen.

Gegeben seien die drei Variablen X, Y und Z, und es gelte X = b, Z+a,,+e,
Y =by.Z + yy. + ey, wobei by, # 0, by, # 0 und K(e, e,) = 0 gelte. Dann wird
K(X,Y) # 0, aber

K(X — bpoZ,Y — by Z) = K(ea, ey) =0

sein, d.h. fiir die partielle Korrelation wird pg,.. = 0 gelten. Ebenso wird fiir
die Menge {(X,Y)|Z = z}, d.h. fiir die Menge der X- und Y-Werte, fiir die
zugehorigen Z-Werte gleich der konstanten z sind, p(X,Y|Z = z) = 0 gelten.
Denn diese X- und Y-Werte unterscheiden sich ja nur durch die voneinander
unabhéingig variierenden e;- und e,-Werte. Man kann sagen, dass die X- und
Y-Werte aus {(X,Y)|Z = z} bedingt oder lokal stochastisch unabhdngig sind.

Man kann diese Betrachtungen auch fiir dichotome Variablen durchfiihren.
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Man betrachte etwa die Kontingenztabelle!? fiir zwei dichotome Items I, g und I

Iy
I, + - | %
+ [ 350 200 | 550 (2.6.8)
- | 150 300 | 450
> [ 500 500 | 1000

Diese Haufigkeiten zeigen eine Assoziation zwischen den Items I, und Iy ; der
Vierfelderkorrelationskoeffizient betrigt ¢,,, = .307. Dabei sei aber zwischen
weiblichen und ménnlichen Probanden nicht unterschieden worden, man habe
nur nachgesehen, ob ein Proband oder eine Probandin die beiden Items jeweils
gelost oder nicht gelost haben. Man zdhlt nun die Daten fiir die Geschlechter (w
- weiblich, m - ménnlich) aus und erhélt die beiden Kontingenztabellen

w Iy m Iy

I, | + - by I, | + - p

4+ 1320 80 | 400 + | 30 120 | 150 (2.6.9)
- | 80 20 | 100 - | 70 280 | 350

> | 400 100 | 500 > | 100 400 | 500

In beiden Tabellen findet man nun keinerlei Assoziation mehr!3. Die Vierfelder-
korrelationen betragen ¢gp . = ¢ggr.m = 0. In der Tabelle (2.6.8) konnte das
Geschlecht von einer Person zur néchsten variieren, aber in den beiden Tabellen
in (2.6.9) war es jeweils konstant. Die Items I, und I,, werden lokal oder bedingt
stochastisch unabhéngig voneinander beantwortet, die Assoziation zwischen I,
und Iy in der Tabelle (2.6.8) wurde durch das Geschlecht "erzeugt”. Die beiden
Tabellen in (2.6.9) unterscheiden sich in Bezug auf die Grundquoten, mit denen
die Items gelost werden: Fiir die w-Stichprobe l6sen 400 das Item I, 100 16sen
es nicht, und das Item I, wird ebenfalls von 400 gel6st und 100 nicht gelést. Das
Verhiltnis der Anzahl von ”’Losern” zu "Nichtlosern” ist die jeweilige Grundquote.
Bei der m-Stichprobe sind sind die Grundquoten nachgerade reziprok zu denen
der w-Stichprobe.

Es ist wichtig, zu sehen, dass die Korrelation zwischen den Antworten auf
I, und Iy in (2.6.8) bedeutet, dass fiir eine beliebig gewihlte Person von ei-
ner Antwort auf I, auf eine Antwort auf I, geschlossen werden kann, — nur
probabilistisch, nicht deterministisch, versteht sich. Bei den Teilpopulationen in
den Tabellen (2.6.9) ist dies nicht mehr moglich, denn hier werden die Items
ja unabhéngig voneinander beantwortet. Allgemein 148t sich sagen, dass fiir die

12Dje Tabellen sind Bartholomew (1987) entnommen.

13Bei Unabhingigkeit gilt, bis auf Stichprobenfehler, n;; = ni+n;/N, wobei n;; die Rand-
summe fiir die i-te Zeile ist und n4; die Randsumme fiir die jte Spalte; IV ist die Gesamtzahl
der Félle. Man rechnet leicht nach, dass diese Bedingung fiir alle n;; exakt erfiillt ist, nicht aber
bei der Tabelle (2.6.8).
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Teilpopulation von Probanden, die durch einen bestimmten Wert 6 charakte-
risiert wird, die Beantwortung nicht nur zweier, sondern aller Items paarweise
stochastisch unabhéngig erfolgt. Die Konzeptualisierung des Begriffs der lokalen
Unabhéngigkeit kann verallgemeinert werden: angenommen, man betrachtet nur
eine latente Variable, etwa 61, findet aber, dass fiir einen konstanten Wert von 6,
die Items nicht stochastisch unabhéngig voneinander beantwortet werden. Dann
148t sich vielleicht eine zweite latente Variable 65 finden derart, dass fiir konstan-
te 01 und 0y die Items unabhéngig voneinander beantwortet werden. Werden die
Items nicht unabhingig voneinander beantwortet, &t sich vielleicht eine dritte
latente Variable f3 finden derart, dass fiir konstante #;, 65 und 3 stochastische
Unabhiéngigkeit gefunden wird. Allgemein 148t sich sagen,

Definition 2.6.2 Die Beantwortung der Items ist lokal (stochastisch) unabhén-
gig, wenn die Verteilungen der Punktwerte (Scores) fiir die Items fiir alle Perso-

nen mit bestimmten Werten 0 = (01, ...,0,) unabhdingig voneinander sind. (Lord
& Novick (1968), p. 361)

Der Begriff der lokalen Unabhéngigkeit 148t sich formal spezifizieren. Fiir jedes
Item I, sei die Score-Variable X, definiert, im dichotomen Fall ist X, = {0,1}.
Man kann die gemeinsame Verteilung (Dichte) der X, betrachten; sie sei f. Fiir
den Fall, dass die Xy, g = 1,...,n stochastisch unabhéngig voneinander sind, die
Beziehung

f(X17 s 7Xn) = fl(Xl)fQ(XQ) o fn(Xn) = H fg(Xg)v
g=1

wobei f, die Dichte- oer Wahrscheinlichkeitsfunktion von X, ist'*. Beim Begriff
der lokalen Unabhéngigkeit wird diese Wahrscheinlichkeitsverteilung als bedingte
Wahrscheinlichkeitsverteilung aufgefasst;

F(Xa, . Xnl0) = [T £o(Xgl0), 0= (01,....0,). (2.6.10)
g=1
Fiir die Teilmenge der Items Io, ..., I, erhdlt man dann den Ausdruck
F(Xa, ., Xal0) = [ £o(X4l0), 0= (61,....06,). (2.6.11)
g=2

Man kann nun die Verteilung von X; unter der Bedingung 6 und den Werten
X, ..., X, betrachten. Nach dem Satz fiir bedingte Wahrscheinlichkeiten'® gilt

1Djese Beziehung entspricht dem Produktsatz fiir unabhéngige zuféllige Ereignisse A und B:
p(AN B) = p(A)p(B). Fiir paarweise stochastische unabhéngige Ereignisse A1, ..., A, gilt

P(A1N---NAy) = p(A1)p(Az) - - - p(An).

"P(A|B) = p(An B)/p(B).
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dann F(X1,. .. Xl0)
. . 1y---> n -
PO X ) = R = (XD) (2.6.12)

Lokale Unabhéngigkeit bedeutet also, dass die Verteilung von X; unabhingig von
der Verteilung der X, ..., X, ist. Dies gilt natiirlich fiir beliebiges X,,.

Man betrachte nun den Fall, dass fiir eine Teilmenge von Probanden, die alle
identische 61, . . ., 6,-Werte haben (was im Fall kontinuierlicher 6,-Werte sicher ei-
ne Idealisierung darstellt), fiir die aber die Beziehung (2.6.12) nicht gilt. Dann ist
fiir diese Gruppe die Verteilung der X;1-Werte anders als in anderen Gruppen mit
zwar den gleichen 64, ..., 0,.-Werten, aber anderen X, ..., X,,-Werten. Dies heif3t
aber, dass der durch die Koordinaten 64, ..., 0, definierte Raum nicht vollstin-
dig ist, denn fiir einen vollstdndigen Raum impliziert ein Satz von Koordinaten
01, ...,0, lokale Unabhéngigkeit. Man mufl dann mindestens eine Dimension 6,1
hinzunehmen, um insgesamt lokale Unabhéngigkeit zu erhalten.

Eine sehr allgemeine Diskussion des Begriffs der latenten Variablen bis hinein
in Fragestellungen der Physik findet man in Suppes & Zanotti (1981).

2.6.3 Latente Variablen

Die Zuordnung eines Mef3wertes zu einer Person, a — 6,, suggeriert, dass das ge-
messene Merkmal bei einer Person a in konstanter Ausprigung, die eben durch 6,
reprisentiert wird, vorhanden ist. Aber diese Vorstellung ist nicht zwingend. Psy-
chologisch plausibler ist die Vorstellung, dass die Auspriagung psychischer Merk-
male in der Zeit variiert. In Abschnitt 2.6.4 werden verschiedene Vorstellungen
iiber die Art der Variation der Merkmale vorgestellt. Die allgemeinere Représen-
tation der Ausprigung eines Merkmals wéire dann die als einer Funktion der Zeit,
etwa 1)(t). n kann insbesondere als eine zuféillige Funktion'® aufgefasst werden, ein-
fach, weil der genaue Verlauf im Allgemeinen nicht vorausgesehen werden kann,
da er von einer Reihe von Ereignissen abhédngen kann, die die Person selbst nicht
herbeigefiihrt hat, etwa ein Wetterumschwung, der bei einer Person Kopfschmerz
hervoruft, der wiederum ihre Féahigkeit zum Kopfrechnen reduzieren kann, etc.
Dieser Konzeptualisierung von Probanden mit zufillig variierender Merkmals-
auspriagung entspricht der von Holland (1990) explizierte Begriff des stochasti-
schen Subjekts. Nimmt man der Einfachheit halber an, dass die Variation von 5
langsam und deswegen wihrend der Dauer des Testens angenéhert konstant ist,
so kann man sagen, dass das gemessene Merkmal zum Zeitpunkt des Tests durch
eine zufiillige Verdnderliche n repésentiert werden kann, deren Erwartungswert
E(n) = 6 und deren Varianz V() = o2 ist. Der Personenparameter 6 tritt also
wieder als eine Konstante auf, bedeutet aber eben nicht mehr, dass das Merkmal
selbst konstant ist. Das Ogive-Modell ebenso wie das logistische Modell kénnen
dann iiber die Verteilungsfunktionen von n hergeleitet werden.

16Formal entspricht 1 dann einer Trajektorie eines stochastischen Prozesses. Auf die Theorie
stochastischer Prozesse muf} hier aber nicht eingegangen werden.
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Die Reaktion auf eine Aufgabe oder Frage kann sehr spezifisch fiir eine Per-
son und eventuell noch fiir den Zeitpunkt sein. Es ist im Prinzip denkbar, dass
ein Item eine personspezifische Merkmalskombination anspricht. Dem Begriff der
Itemfunktion scheint implizit die Annahme zugrunde zu liegen, dass das gemes-
sene Merkmal wohl aus einer Kombination von Merkmalen bestehen kann, diese
Kombination aber fiir die verschiedenen Items konstant ist; die Itemschwierigkeit
kg héngt ja nur von I, ab, nicht auch noch von der Person a. Diese sicherlich
vereinfachende Annahme wird im Folgenden unterstellt.

Annahmen:

1. Es sei a € P eine beliebige Person. Fiir ein gegebenes Item I, g =1,...,n
existiert eine zufillige Verdnderliche 7,, die die Ausprigung des gemessenen
Merkmals bei dieser Person zum Zeitpunkt der Messung représentiert. Es
sei E(n,) = 0, der Erwartungswert von 7,, und die Varianz sei V() = o2.

2. Fiir ein Item I, existiert eine Konstante x, derart, dass fiir n, > k4 die
Person a € P die Aufgabe 16st. Fiir 1, < k4 16st die Person die Aufgabe I
nicht.

Spezielle Modelle ergeben sich durch Wahl einer Verteilungsfunktion fiir 7.

1. Das Ogiven-Modell: Es wird die Annahme gemacht, dass die Dichte von
7o durch

_ 1 (10 — 9a)2
f(na) = s P [—202] (2.6.13)

gegeben ist, d.h. es wird postuliert, dass 7, normalverteilt mit dem Erwar-
tungswert 6, und der Varianz o2 ist. Mit ® werde die Verteilungsfunktion
der Standardnormalverteilung bezeichnet. Dann gilt

P(na > rgl0,) = @ (W) = D[ag(0q — by)). (2.6.14)

folgt, mit
aq =1/04, by = Kg. (2.6.15)

Beweis: Es ist

1 2

D(z)=P(Z <2 =7/ et /2dt. 2.6.16

(=rz<=—= (2:6.16)

Wegen der bekannten Symmetrie der Normalverteilung gilt dann be-

kanntlich!”

P(Z>2)=1—-®(z) =P(—2). (2.6.17)
Piir die Dichte von Z gilt fz (2) = fz(—z), d.h. fz ist eine gerade Funktion. Es sei V = —Z;
dann folgt P(V < v) = P(—Z <) = P( > —v) = 1— P(Z < —v). Fiir die Dichte von V'
folgt dann fv (v) = fz(—v) = fz(v), und P(V < v) =1 — ®&(—v). Andererseits hat man, wegen
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Gesucht ist P(n, < kgl6,), mit 0, = E(n,), 02 = V(n,). Standardisiert
man 1), so hat man Z, = (0, —0,) /04, d.h. 1y = Zy0,+0,. Dann folgt

Py < i) = P(ZaOat0s < Kig) = P <Za < fo” 9a> _ 9 ["%—9} 7

g g
und damit wegen (2.6.17)
P(na > Kglba) =1 — @[(kg — 0a)/0a] = @[(0a — Kg)/0a].
([l
2. Das logistische Modell: Es wird die Annahme gemacht, dass die Ver-

teilungsfunktion der 7, durch die logistische Verteilung gegeben ist, d.h. es

soll gelten
1

1+ exp (—“SJU;"%)

gegeben ist, wobei 6, = E(n,) und o2 = V(1,) ist. Eine Erlduterung zur
Wahl dieser Verteilungsfunktion wird unten in den Anmerkungen gegeben.
Fiir die Definition einer Itemfunktion mufi die Wahrscheinlichkeit P(n, <
kg) bestimmt werden. Man findet leicht

( ng—9a> <9a—ng>
exp (——4— exp (=7

2 N = (; , (2.6.19)
1+exp(—”g;a) 1—|—exp< “;fg)

P(ng < Kkglb,) = (2.6.18)

P(Ua > ’ig‘aa) =

mit der Reparametrisierung o = 0,v/3/7.

Verteilungs- und Itemfunktionen: Als Verteilungsfunktionen sind (2.6.14)
und (2.6.19) Funktionen von k4. Die Verteilungsfunktionen werden zu Itemfunk-
tionen, wenn man k4 konstant lasst und die Ausdriicke fiir die Verteilungsfunktion
als Funktionen von 6, bzw. von 6 auffasst — der Index a muf} fallengelassen wer-
den, da ja 6, ein spezieller, fiir die Person a charakteristischer Wert ist. Aus dem
gleichen Grund kénnen die individuellen Varianzen bzw. Streuungen o, nicht
beibehalten werden.

Der Ubergang von 6 zu €' entspricht ein Ubergang von einer Person a €
P zu einer anderen Person a’ € P, also von 6, zu 6, . Natiirlich sind in einer
Population P immer nur hochstens abzéhlbar viele Personen, wéhrend Fy(6) als
stetige Funktion von 6 aufgefasst wird. Es ist also durchaus mdoglich, dass einem
bestimmten Wert von 6 keine Person a mit 6 = 0, existiert. Dies invalidiert aber

fv=fz,

PV <wv)= /joo fv(u)du = /joo fz(u)du = ®(v).

Damit ergibt sich 1 — ®(—v) = ®(v) bzw. ®(—v) = 1 — ®(v). Die Beziehung (2.6.17) gilt mithin
nicht nur fiir die Normalverteilung, sondern fiir alle Verteilungen mit gerader Dichtefunktion.
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die Definition von F} als stetige Funktion von ¢ nicht, die Idee ist ja, dass jedem
maoglichen Wert von 6 eine Wahrscheinlichkeit Fy(6) zugeordnet werden soll.

Es sind nun zwei Ansitze denkbar.

1. Es wird o, = o4 fiir alle a € P gesetzt, d.h. es wird postuliert, dass die
Varianz bzw. Streuung von 7, nicht von der speziellen Person a abhéngt,
bzw. dass 1) bei allen Personen in gleicher Weise streut, aber in einer fiir das
Item I, charakteristischen Weise. Die Motivation fiir diese Interpretation
besteht in der Moglichkeit, dass die Komplexitéit der Prozesse, die bei der
Beantwortung eines Items ablaufen, fiir dieses Item spezifisch sein konnen;
eine goflere Komplexitit bedeutet eine grofliere Anzahl von Teilprozessen
und damit eine groflere Varianz im Antwortverhalten, was sich in einer
groferen Varianz von 7 duflern konnte. Insbesondere konnte gelten, dass

o2 proportional zur Schwierigkeit kg des Items I, ist, so dass man etwa

3

o, = cky hiitte, ¢ eine Konstante. Ob eine solche Annahme psychologisch
sinnvoll ist, muf} im Einzelfall diskutiert werden. Jedenfalls erhilt man fiir
0, = 04 das Birnbaum-Modell und fiir 0, = o identisch fiir alle a € P und

alle I, das Rasch-Modell.

2. Es wird angenommen, dass die Itemfunktion eine Mischung von Funktionen
iiber alle a € P ist. Man konnte sie in der Form

Fy(0) =D 6aFy(0), > da=1 (2.6.20)

ac€P

anschreiben; die Nebenbedingung > 0, = 1 sichert, dass F,(6,) eine Wahr-
scheinlichkeit ist, also einen Wert zwischen 0 und 1 annimmt. Damit F,(#)
berechenbar wird, miissen weitere Annahmen iiber (i) die o, und (ii) die
0o gemacht werden. Es ist klar, dass hier diese Annahmen eine Beliebigkeit
beziiglich der Definition von F,(#) implizieren, die den Begriff der Item-
funktion letztlich sinnlos machen.

Akzeptiert man den Ansatz, erhilt man die Itemfunktionen

FgG(H) = D(ay(0 —by)), GauB-Verteilung (2.6.21)
FgL (0) exp(ay (6 — b)) logist. Verteilung (2.6.22)

1+ exp(agy(0 —by))’

wobei, analog zu (2.6.15), ag = 1/0} und by = K.

Es 148t sich zeigen, dass der messtheoretische Ansatz im Prinzip im Rahmen
des hier vorgestellten Ansatzes eines stochastischen Subjekts, d.h. eines zufal-
lig fluktuierenden Merkmals interpretiert werden kann. Der Beweis wurde von
Bartholomew (1987) (p. 104) geliefert, vergl. Abschnitt A.3, Seite 285 in diesem
Skript. Wird das Rasch-Modell gewahlt, mufl allerdings, um die Interpretation
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eines stochastischen Subjekts beibehalten zu koénnen, die unplausible Nebenbe-
dingung 0,4 = o4 eingefiihrt werden. Der messtheoretische Ansatz wird deshalb
iiberlicherweise auch nicht mit Bezug auf ein stochastisches Subjekt interpretiert.
In Abschnitt 2.6.9 wird die Beziehung zwischen dem messtheoretischen Ansatz
und dem des stochastischen Subjekts ausfiihrlicher diskutiert,

Trennschérfe und Schwierigkeit: Nach (2.6.15) gilt oy = 1/04 und by = K.
Der Trennschérfeindex g ist demnach der Reziprokwert der Streuung o, des
gemessenen Merkmals. Die Itemfunktion F} soll ja die Beziehung zwischen einem
Wert 6 und der Wahrscheinlichkeit der Beantwortung eines Items I, unabhéngig
von einer speziellen Person a angeben. Die Unplausiblitdt der Annahme 03 =
konstant fiir alle a 148t sich eventuell beheben, indem man o4 als den Mittelwert

der o4, ansieht.

Der Schwierigkeitsindex b, ist gleich dem Schwellenwert 4, der die Min-
destauspriagung des Merkmals definiert, die zum Beantworten der Aufgabe notig
ist.

Zur logistischen Verteilung: Verteilungen vom Typ

1
 1texp(—(z —p)/o*)’

mit 0* = (7/v/3)o, wurden von dem belgischen Mathematiker Verhulst'® 1836
zur Diskussion von Wachstumsprozessen, insbesondere des Wachstums der Be-
volkerung von Paris, verwendet, um Fragen der Planung des Wohnungs- und
Straflenbaus beantworten zu kénnen (das Priadikat logistisch leitet sich vom fran-
zosischen Wort fiir Wohnung, logis, her). In der Tat 148t sich zeigen, dass (2.6.23)
aus bestimmten Annahmen {iber Wachstumsprozesse folgt. Es gilt

dF(x)
dx

d.h. fiir kleine Werte von z, fur die F'(z) ~ 0, hat man

P(X < z) = F(x) (2.6.23)

= f(z) = aF(z)(1 — F(z)), (2.6.24)

dF(x)
dx

= aF(z)(1 - F(z)) = aF (z) — aF%*(z) ~ aF(z),

weil F2(z) wiederum kleiner als F'(z) und fiir hinreichend kleine F' deshalb ver-
nachléssigbar ist. Da dF'/dx die Veranderung von F' mit x ist, sieht man, dass fiir
hinreichend kleine Werte von z die Funktion F' in guter Niherung exponentiell
wichst, denn fir F(x) = ze®® ist dF(z)/dx = ace® = aF(z). Die Beschleuni-
gung des Wachstums wird dann geringer, bis F'(z) = 1/2, um dann fiir F(x) — 1
wieder gegen Null zu streben. Eine zunéchst wachsende und dann kleiner wer-
dende Beschleunigung ist typisch fiir Wachstumsprozesse bei beschriankten Res-
sourcen. Wie weit ein derartiges Wachstumsmodell auf psychologische Prozesse,
die beim Loésen von Aufgaben etwa in einem Intelligenztest ablaufen, iibertragen

18Pjerre-Francois Verhulst (1804 — 1849)
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Abbildung 5: Vergleich der logistischen Verteilung und der Normalverteilung;(a)
Dichtefunktionen, (b) Verteilungsfunktionen. Die maximaleDifferenz zwischen lo-
gistischer und Gauflscher Verteilungsfunktion betragt bei geeigneter Parametri-
sierung weniger als .001, d.h. max, |®(z) — ¥(1.7x)| < .01 (Haley, 1952). vergl.
auch Lord & Novick (1968, p. 399
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werden kann, ist eine Frage, die noch nicht diskutiert worden zu sein scheint. Ein
Grund dafiir ist vermutlich, dass bei der Konstruktion von Testmodellen im All-
gemeinen keine Prozessmodelle betrachtet werden und Itemfunktionen eher nach
messtheoretischen Gesichtspunkten gewéhlt werden. In Abschnitt 5 wird darauf
niher eingegangen. Die Beziehung (2.6.24) bedeutet u. a., dass die Dichtefunk-
tion wie die GauB-Dichte glockenférmig ist. Diese Eigenschaften spielen aber im
hier gegebenen Zusammenhang keine Rolle, es sind vielmehr einerseits die Ahn-
lichkeit mit der Gauf3-Verteilung, deren Rolle insbesondere in der KTT durch
den zentralen Grenzwertsatz motiviert ist, dann die groflere mathematische Ein-
fachheit (die Verteilungsfunktion einer Gauschen Variablen ist, im Unterschied
zur logistischen Verteilung, nicht in geschlossener Form darstellbar), sowie eine
Reihe weiterer Eigenschaften, die bei der Diskussion des Rasch-Modells erwéhnt
werden.

O

Obwohl die Interpretation der Itemfunktionen iiber die Verteilungsfunktionen
zufélliger Verénderlicher plausible Interpretationen fiir die Itemfunktionen impli-
zieren, ist die Annahme gleicher Varianzen V(ny,) = 03 sicherlich keine besonders
plausible Randbedingung, und die noch stirkere Einschrankung V(744) = o2, die
fiir das Rasch-Modell gelten muf, ist noch weniger plausibel. Man hat zwei Mog-
lichkeiten:

1. Man wahlt den mefitheoretischen Ansatz mit der Moglichkeit, den Ausdruck
fiir die Wahrscheinlichkeit einer korrekten oder "positiven” Antwort in Be-
zug auf eine Wahrscheinlichkeitsverteilung zu interpretieren. Dies bedeutet,
eine moglichst einfache Reprisentation ohne irgendeine Modellierung des
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Antwortprozesses zu finden. Die Parameter 6, fiir getestete Personen a € P
werden als Meflwerte fiir das gemessene Merkmal interpretiert, und fluk-
tuierende Merkmalsauspréigungen werden nicht weiter in Betracht gezogen.
Die Priferenz fiir entweder das Ogive-Modell oder das logistische Modell
wird iiber die Eigenschaften der Schitzungen fiir die 6, und 4 begriindet.

2. Man sucht nach anderen Modellen fiir das Antwortverhalten, die auf die
Itemfunktionen fithren. Es miifite sich dabei um Modelle handeln, die nicht
einfach nur zufillig variierende Merkmalsausprigungen annehmen, die sich
durch zufillige Verdnderliche reprisentieren lassen. Es ist nicht notwendig,
dass diese Modelle Gaufische oder logistische Verteilungsfunktionen impli-
zieren, um Itemfunktionen wie die hier betrachteten zu erhalten. Wichtig
ist dabei, dass die Anzahl der freien, aus den Daten zu schitzenden Para-
meter moglichst nicht die iibersteigt, die in den hier behandelten Modellen
auftreten.

Diese Alternativen repréasentieren ein Dilemma. Der mefitheoretische Ansatz defi-
niert nur einen funktionalen Zusammenhang zwischen einem Satz von Parametern
und der Wahrscheinlichkeit einer "positiven” Antwort, ohne dass die Struktur der
psychologischen Mechanismen, die den Antwortprozess ausmachen, niher spe-
zifiziert wird. Explizite Modelle fiir das jeweilige Antwortverhalten lassen sich
andererseits kaum anhand einer Reihe von Testfragen iiberpriifen. In Abschnitt
5, Seite 271, wird der Anspruch einiger Theoretiker, dass Messmodellen ein er-
kenntnistheoretisches Primat zukommt, kritisch diskutiert.

2.6.4 Person Reliability und Person characteristic curves

Der Ansatz der "unterliegenden Variablen” ist nicht Standard in der Testtheo-
rie, sowohl die KTT wie auch die IRT-Modelle gehen im Allgemeinen von der
Annahme aus, dass die Zufilligkeiten in den Testwerten ein Resultat der zufil-
ligen Auswahl der Probanden aus der Population moéglicher Probanden sind; in
Abschnitt 2.6.9 wird diese Interpretation weiter diskutiert. An dieser Stelle soll
der Begriff der person reliability eingefithrt werden; gemeint ist die Stabilitdt des
Testverhaltens einer Person. Bei Testwiederholungen fillt eben auf, dass Perso-
nen sich nicht identisch verhalten, d.h. nicht exakt das gleiche Leistungsniveau
oder die gleiche Auspriagung einer Meinung zeigen.

Lumsden (1977) hat drei Arten von Variabilitét in einer Person unterschieden:

1. EntwicklungsméfBliger Trend (developmental trend): Diese Trends &u-
Bern sich in individuellen Wachstumskurven bzw. Verfallskurven (fiir das
Abnehmen von Leistungsfahigkeit oder das Abklingen radikaler Ansichten.
Reifungsprozesse gehoren zu dieser Klasse von Verdnderungen. Diese Ver-
dnderungen konnen langere Zeit dauern.
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Abbildung 6: (a) Attributkontinuum fiir drei Personen P4, Pp und Pr sowie drei
Items I, I5 und I3, (b) Personencharakteristika fiir drei weitere Personen
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2. Swells Mit "Swell” bezeichnet Lumsden Schwankungen um das durcschnitt-
liche Leistungs- oder Meinungsniveau, die die Dauer von Stunden oder Ta-
gen haben. Sie konnen mit emotionalen Zusténden zu tun haben, oder mit
nicht permanenten situativen Faktoren. Auch Tagesschwankungen zihlen
zu den "wells”.

3. Tremors Mit Tremors bezeichnet Lumsden schnelle Fluktuationen der Lei-
stungsfahigkeit. Tremors kénnen sich Swells und Trends iiberlagern.

Die Frage ist, wie sich diese drei Variabilitdtskomponenten in der Reliabilitét
duBlern. Lumsden argumentiert, dass Trends hier kaum eine Rolle spielen diirf-
ten, Swells jedoch sehr wohl. Am wichtigsten seien aber die Tremoreffekte. Die
Abbildung 6 illustriert ein moégliches Modell (Lumsden, 1977). Ein Item korre-
spondiert zu einer Position auf dem Kontinuum; hier werden drei betrachtet, I, I
und 3. Zu einer Person korrespondieren jeweils ganze Verteilungen moglicher At-
tributswerte, gezeigt werden drei Verteilungen, die den Personen P4,Pp und Pgo
entsprechen. Die Verteilungen charakterisieren die Schwankungen durch Tremor.
Lumsden nimmt insbesondere an, dass die Verteilungen Gauf-Dichten entspre-
chen. Die Varianz-Parameter der Dichten diirfen verschieden sein. Das Modell
entspricht dem Thurstone-Modell, das in Abbildung 10 illustriert wird. Der Un-
terschied besteht darin, dass hier die discriminal dispersions alle gleich Null sind,
und die Kategorien fiir die Scores wurden durch Personenlokationen ersetzt. Eine
Person beantwortet oder 16st ein Item, wenn die momentane Lokation hoher als
die Lokation des Items ist. Dementsprechend ist es moglich, dass eine Person z.B.
eine Aufgabe an einer bestimmten Itemlokation 16st, ein anderes an der gleichen
Lokation aber nicht, — weil wegen des Tremors die momentane Ausprigung der
Leistungsfihigkeit nicht hinreicht. Lumsdens Modell ist also ein spezielles Modell
fiir unterliegende Variablen.
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Entsprechend der Itemfunktion kann nur eine person charakteristic functi-
on, oder einfach eine Personenfunktion, eingefiithrt werden. Die Personenfunktion
gibt, fiir eine gegebene Person, die Wahrscheinlichkeit einer korrekten Antwort
als Funktion der Schwierigkeit eines Item an; die z-Achse ist also eine k-Achse.
Lumsden weist darauf hin, dass diese Funktion wohl zuerst von Weiss (1973)
explizit diskutiert wurde. Abbildung 6 (b) zeigt drei Personenfunktionen fiir die
Personen P;, P, und P; (die von den Personen in (a) verschieden sind). Die Per-
sonen P> und P unterscheiden sich nicht in Bezug auf die Position ihres mittleren
Wertes auf der Merkmalsauspragung, aber in Bezug auf die Varian ihres Tremors.
Ps 16st einen groflen Teil der leichteren Aufgabe mit grofier Zuverldssigkeit, d.h.
die Wahrscheinlichkeit,sie zu beantwortgen, liegt bei 1, und Aufgaben mit einer
Schwierigkeit grofler als ein bestimmter Wert mit Wahrscheinlichkeit Null. Per-
son P 16st auch leichtere Aufgaben gelegentlich nicht, dafiir gelegentlich aber
auch schwierige Items. Die Personenreliabilitit von Ps ist grofler als die von Pj.
Eine nach Lumsden auf Spearman (1927) zuriickgehende Interpretation ist, dass
Personen wie P» gut sind als Designer von Flugzeugen, aber katastrophal sind als
Flugzeugpiloten.

Es ist keine Frage, dass Unterschiede in der person reliability existieren. Sowohl
in der KTT wie auch in den probabilistischen Modellen zielt die Interpretation
aber nur auf den wahren Wert 7, bzw. auf den Personenparameter 6, einer Person
a € P. Ferrando (2004) und (2007) hat eine Verallgemeinerung dieser Ansétze
vorgeschlagen.

2.6.5 Nicht-monotone Itemfunktionen

Waihrend fiir Items, die eine Leistung oder Fahigkeit testen, eine monotone Item-
funktion vermutet werden kann, sind nicht-monotone Itemfunktionen fiir andere
Personlichkeitsmerkmale oder Einstellungen durchaus denkbar. Man nehme etwa
eine Frage, die sich auf die Selbsteinschitzung der psychischen Belastbarkeit be-
zieht. Repréisentiert n die Wahrnehmung beziiglich der eigenen Belastbarkeit, so
wiirde etwa 1 = 0 bedeuten, dass sich eine Person fiir gar nicht belastbar hélt,
und fiir 6 > 6Oy, fiir "sehr belastbar”. Die meisten Menschen werden sich bei
einem Wert von 7 zwischen 0 und 60p,,x verorten. Nimmt eine Person a sich mit
einem Erwartungswert 0,, = E(0;) mit 0 < 14, < Opax wahr, so wird ihr n-Wert
zu einem Befragungszeitpunkt irgendwo in der Nachbarschaft von 6, liegen. Die
Verteilung der Werte von 6, um den Wert 6,, ist dann eine nicht-monotone Item-
funktion. Bei monotonen Itemfunktionen war die Schwierigkeit eines Items iiber
einen Parameter, der die Lokation der Itemfunktion bestimmt, definiert worden.
Eine analoge Definition von Schwierigkeit kénnte auch hier vorgenommen wer-
den, indem man einen Lokationsparameter (Modus, Median, Erwartungswert)
als Schwierigkeitsparamter definiert. Wie sinnvoll eine solche Definition im Fal-
le nicht-monotoner Itemfunktionen ist, mufl dann im jeweiligen Fall entschieden
werden.
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Abbildung 7: Itemfunktionen fiir nichtmonotome Items. (a) Guttman-Item, (b)
der allgemeine Fall.
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Die Trennschérfe eines Items bei nicht-monotoner Itemfunktion 148t sich iiber
Verteilungsparameter wie die Streuung oder Varianz definieren; generell kann
man sagen, dass das Item um so trennschérfer ist, je mehr die Itemfunktion einer
Dirac-6-Funktion dhnelt. Denn dann werden nur die Personen eine Antwort auf
das Item liefern, deren #-Wert in einem sehr schmalen Bereich liegen.

Insbesondere bei Items, mit denen Einstellungen erhoben werden sollen, miis-
sen die Itemfunktionen nicht notwendig homogen sein. Will man z. B. etwas iiber
die Einschétzung der Schwere von Verbrechen in einer Population erfahren, kénn-
te man Item der Art: "Wer eine Million Euro Steuern hinterzieht

1. 7 sollte mit mindestens 2 Jahren Gefangnis bestraft werden”.
2. 7 sollte mit 2 Jahren Gefdngnis bestraft werden”.

3. 7 sollte mit maximal zwei Jahren Geféngnis bestraft werden.”

Dem Item 1. kénnen alle zustimmen, die der Ansicht sind, dass Steuerhinterzie-
hung in dieser Hohe mit 2 oder 5 oder 7 etc Jahren bestraft werden sollte, dem
Item 3. stimmen alle zu, die mehr als Null Jahre, aber eben weniger als 2 Jahre
fiir angemessen halten. Dem Item 2. stimmen aber eben nur diejenigen zu, die
exakt zwei Jahre fiir die richtige Bestrafung halten. Man spricht deswegen auch
von einem Punkt-Item. Eine Verallgemeinerung ergibt sich, wenn man statt ei-
ner exakten Jahreszahl ein Intervall vorgibt, etwa 2.5 bis 2.5 Jahre. Abbildung
7, (a) deckt diesen Fall ab, wenn auch in deterministischer Weise. Der Fall (b)
beschreibt den Fall von Punkt-Items, fiir die aber angenommen wird, dass die
Einstelllung um einen Punkt auf der Skala fluktuiert. So kann eine Person im
Durchschnitt 2 Jahre fiir angemessen halten, aber ja nach dem Zustand, in dem
sie sich bei der Befragung befindet, eine geringere oder eine hohere Strafe fiir
angemessen halten.
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Abbildung 8: Aufteilung einer Skala in Bereiche fiir ein gegebenes Item. Item 1:
Person 1 stimmt der Antwortalternative a zu, Person 2 stimmt der Alternative b
zu, Personen 3 und 4 stimmen ¢ zu, Person 5 stimmt der Alternative d zu und
Person 6 der Alternative e. Fiir Item 2 ist die Betrachtung analog.

Item 1
Antwort-
alternative ~— 0 | b —— Cj d ¢
| Merkmals-
T T T T T T kontinuum
Person 1 2 3 4 5 6
Antwort- ftem 2
alternative a b ¢
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Die im folgenden Abschnitt beschriebene Guttman-Skalierung, auch als Skalo-
grammanalyse bekannt, behandelt u.A. einen Spezialfall fiir nichthomogne Item-
funktionen.

2.6.6 Guttman-Skalen

Guttman (1950) schlug eine Methode vor, die es im Prinzip gestattet, aus qualita-
tiven Items zumindest eine Ordinalskala zu gewinnen. Die Annahme ist, dass das
von den Items erfasste Merkmal eindimensional ist, und sein Verfahren erlaubt
einen Test dieser Forderung. Guttman geht dabei von deterministischen Item-
funktionen aus; Abb. 7 illustriert Itemfunktionen (A) fiir ein Punkt-Item, (B) fiir
ein dichotomes Item. Ein Punkt-Item charakterisiert eine bestimmte Position auf
dem Merkmalskontinuum, wiéhrend ein dichotomes Item das Kontinuum in zwei
Bereiche teilt. Ein Beispiel fiir ein Punkt-Item ist: "Eine Vergewaltigung sollte
mit 5 Jahren Gefingnis bestraft werden”. Personen, die eine geringere oder eine
hohere Strafe fiir angemessen halten, werden dem Item nicht zustimmen, und
nur Personen, die genau dieses Strafmaf fiir addquat halten, werden zustimmen.
Ein dichtomes Item wére "Eine Vergewaltigung sollte mit mindestens 5 Jahren
Gefingnis bestraft werden.” Personen, die ein geringeres Strafmaf als 5 jahre Ge-
fangnis fiir hinreichend halten, werden dem Item nicht zustimmen, und alle, die
fiinf oder mehr Jahre fiir angemessen halten, werden zustimmen. Eine Variante
des Punkt-Items ist das Mehrkategorienitem. Ein Beispiel wiére:

FEine Vergewaltigung sollte bestraft werden mit
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(a) hichstens einem Jahr Gefingnis.
(b) einem bis zu drei Jahren Gefingnis.
(c) mindestens drei, mazimal mit finf Jahren Gefingnis.

(d) mindestens fiinf Jahren Gefingnis.

Jeder der Antwortalternativen (a) bis (d) entspricht die trace line eines Punkt-
Items. Verschiedene Items miissen nicht gleich viele Antwortalternativen haben,
und die Grenzen der Alternativen auf dem latenten Merkmal kénnen von Item
zu Item verschieden sein. Das Verfahren kann am einfachsten illustriert werden,
wenn man Items wahlt, bei denen die jeweiligen Grenzen von vornherein bekannt

sind (Torgerson (1962), p. 307):

Item 1: Welche der folgenden Aussagen iiber Thre Korpergrofie ist wahr?

(a) Ich bin grofer als 1.83 m
(b) Ich bin zwischen 1.83 m und 1.67 m
(c) Ich bin zwischen 1.67 m und 1.52 m
(d) Ich bin kleiner als 1.52 m

Item 2: Sind Sie

(a) Uber 1.73 m grof?
(b) Unter 1.63 m grof3?
(c) Weder grofer als 1.73 m noch kleiner als 1.63 m?

Item 3: Ich glaube, dass meine Grofle

(a) kleiner als 1.57 m ist.
(b) zwischen 1.57 m und 1.78 m ist.
(c) groBer als 1.78 m ist.

Es gibt 7 Groflenangaben und damit insgesamt 8 Intervalle, in die die Grofe
einer Person fallen kann: ein Intervall fiir alle, die kleiner/gleich der kleinsten
Grofle sind, ein Intervall fiir alle, die groBer/gleich der grofiten Angabe sind, und
6 Intervalle zwischen den Groflen. Es wird angenommen, dass befragte Perso-
nen ihre wahre Grofle kennen, sorgfiltig antworten und nicht liigen. Wird einer
Alternative zugestimmt, wird dies durch eine 1 dokumentiert, andernfalls mit
einer 0. Zunichst kann man sich einen Uberblick iiber die Gesamtzahl mogli-
cher Antwortmuster verschaffen. Im Prinzip kann jede Alternative eines Items
mit jeder Alternative eines anderen kombiniert werden; dementsprechend gibt
es 4 x 3 x 3 = 36 mogliche Antwortmuster. Antworten die Personen in der be-
schriebenen Weise, kann aber nur eine Teilmenge davon tatséchlich beobachtet
werden. Man iiberlegt sich (leicht), dass bei konsistentem Antwortverhalten nur 8
Antwortmuster auftreten konnen. Welchen Alternativen eine befragte Person an-
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Abbildung 9: Intervalle und latentes Merkmal
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kreuzt, wird durch die eigene Position auf der Skala fiir Kérpergréfien bestimmt.
Diese Position liegt in einem der Intervalle von kleiner als 1.52 m bis grofler als
1.83. Eine Person, die grofler als 1.83 m ist, wird dann die Alternativen 1(a), 2(a)
und 3(c) ankreuzen. Eine Person, deren Korpergréfie in das Intervall 1.78 m bis
1.83 m f&llt, wird die Alternativen 1(b), 2(a) und 3(c) ankreuzen, etc. Insgesamt
hat man die folgenden Muster:

Tabelle 1: Antwortmuster

Intervall Antwortmuster
< 1.52 1d 2b 3a
1.52<x <157 | 1lc 2b 3a
1.57<z <163 | 1lc 2b 3a
1.63<x<167|1c 2b 3b
1.67<x <173 |1b 2c 3b
1.73<x<1.78 | 1b 2a 3b
1.78 <x <183 | 1b 2a 3c
1.83 <z la 2a 3¢

>woumm@m§

Es gibt also insgesamt 8 Antwortmuster. Nun werden im Allgemeinen die Ka-
tegoriengrenzen (1.52 m, 1.57 m , 1.63 m etc) nciht explizit vorgegeben, man
sucht eine zumindest ordinale Ordnung zwischen ihnen. Diese 148t sich aus den
Antwortmustern, wie sie in Tablle 1 angeben werden, herleiten. Ein Antwortmu-
ster besteht aus der Folge der Alternativen, die jeweils in den Items angekreuzt
werden, also fiir den Antworttyp A (a) bei Item 1, (a) bei Item 2 und (c) bei
Item 3. Durch die Typen A bis H werden die Korpergrofien von "grof3” bis "klein”
geordnet. Personen vom Typ A sind gréfer als die vom Typ B, etc. Man kann die
Typen erneut in einer Tabelle, dem Skalogramm anschreiben, wobei aber die Rei-
henfolge der Itembeantwortung so gedndert wird, dass ein Parallelogramm von
Einsen (1 steht fiir "angekreuzt”, 0 fiir "nicht angekreuzt”) entsteht. Es entsteht
die Tabelle 2. Wie man der Tabelle entnimmt, wird der Typ A nun durch die
Folge (1a, 3c, 2a) statt, wie in Tabelle 1, durch (1a, 2a, 3c) reprisentiert. Der
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Tabelle 2: Skalogramm fiir drei Items mit mehreren Antwortalternativen

Itemkategorien
Typ || 1la 3¢ 2a 1b 2c¢c 3b 1lc 2b 3a 1d
A 11 1 0 O O O O 0 O
B o 1 1 1 0 0 0 0 0 0
C o o 1 1 0o 1 0 0 0 O
D o o o0 1 1 1 0 0 0 O
E o o o0 o 1 1 1 0 0 0
F o o o0 o o 1 1 1 0 0
G o o o0 o o o 1 1 1 0
H o o o0 o o o o 1 1 1

Typ B wird durch die Folge (3c, 2a, 1b) repriisentiert, in Tabelle 1, durch die
Folge (1b, 2a, 3c). Die Folge der Itemkategorien, wie sie in der Tabelle 2 ange-
geben wird, also (la, 3c, 2a, 1b, etc) entspricht in Abbildung 10 der Folge der
Antwortkategorien, wenn man von rechts nach links geht. Man hat eine ordinale
Ordnung der Intervalle erhalten.

Ein interessanter Aspekt des Skalogramms ist, dass nicht nur Information iiber
die Ordnung der Items geliefert wird, sondern der Ort einer urteilenden Person
angedeutet wird. Denn eine Person gehort notwendig zu einem der verschiede-
nen Typen, und ein Typ korrespondiert zu einem Bereich auf der Skala. Kennt
man den Typ, zu dem eine Person gehort, kann man die Antworten der Person
vorhersagen.

Dichotome Items: Es werden dichotome Items formuliert, die sich hinsichtlich
der Ausprigung des Merkmales (der Einstellung), die sie ausdriicken, rangordnen
lassen. In Abb. 2 (A) entsprechen den Itemfunktionen drei Items, von denen (a)
das Merkmal am geringsten ausdriickt, und (c) driickt das Merkmal am meisten
aus. Allgemein gelte fiir n Items

L <D< <1, (2625)

Wobei I; die geringste Merkmalsauspragung, I, die — fiir die gegebene Menge
von n [tems — hochste Merkmalsauspréagung reprasentiere. Eine Person kann nun
jedem Item zustimmen oder auch nicht. Als Beispiel werden die folgenden vier
Items betrachtet:

1. Sind Sie grofer als 1.83 m?
2. Sind Sie grofler als 1.73 m?
3. Sind Sie grofler als 1.63 m?
4. Sind Sie grofler als 1.52 m?

Hier ist es sicherlich so, dass eine Person, die dem Item 1. zustimmt, sicher auch
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allen anderen zustimmt; diese Personen entsprechen dem Antworttyp A mit dem
Muster (1, 1, 1, 1), wobei eine 1 fiir angekreuzt, eine Null fiir nicht angekreuzt
steht. Der Antworttyp B ist grofler als 1.73 m, aber kleiner als 1.83 m, man wird
das Antwortmuster (0, 1, 1, 1) erhalten. Fiir den Typ C gilt, dass er groer als
1.63 m, aber kleiner als 1.73 m ist, etc. Man erhélt die folgende Darstellung:
Die Tabelle 3 ist redundant, weil sie sowohl die angekreuzten Antworten wie die

Tabelle 3: Skalogramm fiir dichotome Items

Item
Zustimmung | Ablehnung
Typ||1 2 3 4|1 2 3 4| Anz. Personen
A 111 170 0 0 O ni
B {|o 1 1 1|1 0 0 0 ng
c (0 0 1 111 1 0 O ns
Do o0 o0 1j1 1 1 0 ny
E (0 0 0 O1 1 1 1 ns

nichtangekreuzten Antworten enthélt; der Sinn dieser Darstellung ist, zu zeigen,
dass wieder ein Parallelogramm von Einsen entsteht. Alle Information in den
Daten ist natiirlich im ersten. linken Teil der Tabelle (Zustimmung) enthalten.
Ein solches Dreieck (bzw. Parallelogramm) von Einsen entsteht natiirlich nur,
wenn das Merkmal eindimensional ist und die Personen fehlerfrei antworten. Die
Eindimensionalitét ist bei den gewéhlten Items natiirlich trivial, aber diese Items
dienen nur der Illustration. In der Realitdt werden die Kategoriengrenzen (1.52,
1.63, etc) nicht bekannt sein.

Die Guttman-Skala beruht auf einem determinstischen Ansatz, dh es sind wer-
den keinerlei probabilistischen Mechanismen postuliert, die Abweichungen von
korrekten Wahlen der Alternativen, die der Position der urteilenden Person ent-
sprechen, erkliren. Da die Grenzen der Intervalle, die durch die Alternativen
implizit definiert werden, i. A. nicht explizit bekannt sind, kann es zu Fehlur-
teilen kommen, zumal wenn Kategoriengrenzen dicht beieinander liegen. Man
mufl dann entscheiden, ob Antwortmuster, die nicht einer 1-dimensionalen Ska-
la entsprechen, einfach nur Fehler sind oder aber eine Mehrdimensionalitdt des
Merkmals anzeigen. Dafiir hat Guttman einen Koeffizienten vorgeschlagen, den
Reproduzierbarkeitskoeffizienten. Der Ausdruck beruht darauf, dass "fehlerhafte”
Antwortmuster in Beziehung gesetzt werden konnen zu dem Muster, das dem
beobachteten am &dhnlichsten ist. Die Person wird dann dem entsprechenden Typ
zugeordnet, und der Fehler ist ein Fehler, der von Personen dieses Typs gemacht
werden kann. Personen dieses Typs ist es eigentlich nicht moglich — wenn die zu-
falligen Effekte bei der Urteilsbildung nicht wiren — das beobachtete Muster zu
reproduzieren, deswegen ist die Rede von einem Reproduzierbarkeitsfehler. Eine
Person, die das Antwortmuster (1, 1, 0, 1) erzeugt hat, ist hochstwahrscheinlich
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Abbildung 10: Discriminal Dispersions (Thurstone, 1928); 71,72 und 73
Erwartungs- bzw. Skalenwerte fiir die Items Iy, I und Is.

(a) - (b)
1,6 4 08
1,2 H 0,6 —
e ol
5 08 5 04
a 1 a
04 — 02 — i
| | i |
& [ 5 15 Ly T
— T T T T T T T — T T T T T
5 6 7 8 9 10 11 5 6 7 8 9 10 1 12
Merkmalsauspragung Merkmalsausprigung

vom Typ (1, 1, 1, 1); die Person hat einen Fehler gemacht. Muster wie (1, 0, 1,
0) oder (1, 1, 0, 0) enthalten zwei Fehler. Der Reproduzierbarkeitskoeffizient ist

dann durch
Gesamtzahl Fehler

Gesamtzahl Antworten’
Effiziente Berechnungsmodi diskutiert Green (1956).

Rep=1-— (2.6.26)

2.6.7 Thurstone-Skalen und die Positionierung von Probanden

Eine Moglichkeit, Skalen fiir die Wahrnehmung von Objekten zu erhalten, ist
der Thurstonesche Paarvergleich (Thurstone (1928)). Bei den Objekten kann es
sich um Personen, oder Waren (im Rahmen einer Marktforschungsuntersuchung),
Meinungsaussagen etc handeln. Fiir je zwei Items I, und I, (Objekten, Aussa-
gen, etc) soll die befragte Person angeben, ob I, mehr (oder weniger) von einem
bestimmten Merkmal aufweist als I, oder nicht. Es kann sich auch um Préferenz-
urteile handeln: man gibt an, ob man das Objekt I, dem Objekt Ij, vorzieht oder
nicht. Lat man > fiir "hat mehr von” oder "préferiere” stehen, so bedeutet also

Ig>-Ij

dass I, mehr von einem Merkmal aufweist als I}, oder dass I, dem I}, préferiert
wird, etc.

Sind nun die Objekte Iy, Iy, g,h = 1,...,n hinreichend nahe beieinander, so
zeigt sich, dass Urteile der Form I, > I nur mit einer bestimmten Wahrschein-
lichkeit geféllt werden. Es ist moglich, dass einige Bpn (Befragungspersonen) das
Urteil I, > I, andere das Urteil I, < I}, féllen. Es ist auch mdoglich, dass ein
und dieselbe Person bei wiederholten Befragungen einmal I, > I}, das andere
Mal I, < I urteilt. Anders als Guttman geht Thurstone davon aus, dass die
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wahrgenommene Ausprigung des Merkmals, die durch ein Item angezeigt wird,
zuféllig variiert. Ist also 1, die mit dem Item I, assoziierte wahrgenommene Aus-
pragung des in Frage stehenden Merkmals, so muf 7, als zuféllige Verdnderliche
konzipiert werden. Thurstone (1928) nahm an, dass 7, normalverteilt mit einem
Erwartungswert E(1,) = 7, und der Varianz o ist, d.h. ny, ~ N (74, 05). Thursto-
ne nahm weiter an, dass 7, = E(n,) ein Erwartungswert {iber alle Bpn ist. Fiir
eine Person a € P soll also gelten

Nag = Tg + €ags  Eag ~ N(0,07). (2.6.27)

Nag heiit Discriminal Process'” (Thurstone). Die Nebenbedingung fiir Eag bedeu-
tet, dass der Erwartungswert der "Fehler” gleich Null ist, d.h. E(n.9) = 74. 74
wird als Skalenwert fiir das Item I, interpretiert.

Die Person a € P vergleiche nun zwei Items, I, und I. Gilt 1,9 > 74p, so
sagt sie, dass das Item I, mehr als I}, von dem in Frage stehenden Merkmal habe,
andernfalls sagt sie, I;, habe mehr von dem Merkmal als I,. Man kann demnach
schreiben

Pagh = P(Ig - Ih]a) = P(T]ag > T]Gh), (2628)

und offenbar Py = P(Iy < I,) = 1 — P(nag > 7an). Dies wiederum bedeutet,
dass das Urteil von der Verteilung der Differenz D41, = 149 — 75 abhéngt. Da
Nag > Nah genau dann, wenn Dy, > 0, also

Pagh = P(Dagh > O) (2629)
Andererseits ist
Dagh = Nag — Nah = Tg — Th + €ag — Eah- (2.6.30)

Die Differenz zweier normalverteilter Variablen ist ebenfalls normalverteilt, in
diesem Fall mit dem Erwartungswert und der Varianz

E(Dgn) = 79— h (2.6.31)
V(Dgh) - O—Sh = O—Z + U}QL - 2pghgggh, (2632)

wobei pgp, die Korrelation zwischen 7,4 und 772,1 ist. Gelingt es nun, die Grofien
E(Dgn) = 74—, fiir verschiedene I, und Ij, abzuschétzen, so kann man aus diesen
Differenzen eine Skala fiir die Items konstruieren. Die folgenden Uberlegungen
zeigen, dass dies im Prinzip moglich ist.

Thurstones Law of Comparative Judgment Man kann nun wieder eine Indi-
katorvariable X, einfithren: X, = {0, 1}, und zwar X,g5 = 1, wenn Dggp, > 0,
und X,,, = 0 sonst. Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit von X,,, = 1. Mit
U= Dagh gﬂt

P(Xagh = 1|7, 7h,005,) = P(U > 0), (2.6.33)

9Eine Eindeutschung soll erst gar nicht versucht werden.
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d.h.

202

1 o0 (u— (14 — 11))?
P(Xagn = 1|14, 7, 02 )::L/1 exp | — g du, (2.6.34)
ag g gh Ogh /7271' 0 2

Es sei Z = (U — (1 — 7)) /0gn. Dann ist

U—(1g—1)

MZ§@:P< o

< z) =PU < ognz+ (19 — 11)).
Nun ist, wegen der Symmetrie der Normalverteilung, P(U > 0) = P(U < 0), so
dass (2.6.33) sein muf fiir denjenigen z-Wert, fiir den

ognz + (1y — 1) = 0,

also
Th — Tg = 20gh, (2.6.35)

gilt. Diese Gleichung ist Thurstones Law of Comparative Judgment (LCJ). Der
z2-Wert korrespondiert zu der Wahrscheinlichkeit, mit der X,4, = 1 beobachtet
wird, d.h. mit der 74y > 7,, wahrgenommen wird. Hat man eine empirische
Abschétzung 74, dieser Wahrscheinlichkeit, so kann man den zugehérigen z-Wert
bestimmen und damit iiber die Gleichung (2.6.35) die Differenz der Skalenwerte
Th, — T4 abschétzen. So kann man mit verschiedenen Item-Paaren verfahren, erhélt
jedesmal die Differenz der entsprechenden Skalenwerte und kann auf diese Weise
eine Skala fiir alle Items I, gewinnen.

Dieses Vorgehen setzt voraus, dass man eine Schitzung von o, erhalten kann.
im Allgemeinen Fall hat man nach (2.6.32) die Gleichung

agh = 03 + o7 — 20410 g0, .
Eine Abschitzung der oy, erfordert also Schitzungen der n Varianzen oy, g =
1,...,n, sowie der n(n — 1)/2 Korrelationen pgp,, d.h. es miissen

n(n+1)

n+n(n—1)/2= 5

freie Parameter geschétzt werden. Denen stehen aber nur n(n—1)/2 Schitzungen
7gn gegeniiber, woraus folgt, dass die o4, nicht ohne einschrinkende Annahmen
aus den Daten bestimmt werden kénnen. Thurstone diskutierte eine Reihe von
Féllen, die durch zunehmend restriktive Forderungen beziiglich der o4, und pyp
definiert sind. Der einfachste, schitzbare Fall ist der 5-te Fall (Case V):

Spezialfall: Case V Bei diesem Fall wird angenommen, dass (i) o, = o fiir alle
I, und (ii) pgp = O fiir alle g, h mit g # h. Das LCJ wird dann zu

Th — Tg = QZgh, O =20 (2.6.36)
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d.h. die Differenzen 7, — 7,4 sind proportional zu zg,, und z4, kann unmittelbar
— bis auf eine beliebige Proportionalitdtskonstante o — aus den Daten geschétzt
werden. Natiirlich miissen die Annahmen (i) und (ii) tiberpriift werden, worauf
hier aber nicht weiter eingegangen werden soll.

Die Wahrscheinlichkeit fiir X4, = 1 vereinfacht sich nun zu

1 0. 9]
P(Xogh = 119, m1) = \/ﬁ/( y exp(—22/2)dz. (2.6.37)
—\Tg—Th)/ 0

Die Gleichungen (2.6.36) und (2.6.37) zeigen an, dass man die Differenz 73, — 7,
direkt aus den relativen Konfusionshiufigkeiten gewinnen kann, denn offenbar ist

Zgh = O P(Xogh = Urg, )] =70 — 79, = 1. (2.6.38)

Eigentlich ist &« = 1/0, aber o ist unbekannt, und die Setzung o = 1 bedeutet nur
die Festlegung einer Einheit. Man kann die z19, 293 etc nun aneinanderlegen und
hat damit eine Intervallskala fiir die Items I, — vorausgesetzt, die Daten sind mit
der Annahme der Eindimensionalitit kompatibel.

Personenparameter Im LCJ (2.6.35) taucht der Index a, der eine Person in-
diziert, nicht mehr auf, denn die Erwartungswerte und damit die Varianzen und
Kovarianzen werden durch Mittelung iiber die a € P gebildet. Es kann nun ange-
nommen werden, dass nicht nur die Items eine Position 7, auf der Skala haben,
sondern eine Person a, die die Items beurteilt, hat ebenfalls eine Position, etwa
0,. Man kann dies so deuten, dass 8, eine fiir die Person a ideale Merkmalsauspréa-
gung représentiert. Man kann dann annehmen, dass die Person a dem Item I,
zustimmt, wenn

Dog =75 — 0o + €4y > 0, (2.6.39)

wobei £ eine normalverteilte "Fehler”variable ist. Fiir den Erwartungswert von
Dgq gilt
]E(Dag) =Tg — eaa (2.6.40)

also E(e;,) = 0. Fiir die Varianz ergibt sich
V(Dag) = V(ba +c5,) = 05 + 02, (2.6.41)

denn 7, ist eine fiir I, charakteristische Konstante, 07, = V(g,y) und oj = V(6,)
(Erwartungswertbildung iiber alle a € P).
Man kann nun die Differenz der Wahrnehmungen von I, und I}, fiir die Person
a betrachten. Es ist
Dagh = 7g = 0a + €qg — (Th — 00 + €41),
d.h.
Dagh =Ty —Th t+ 629 — €Zh- (2.6.42)
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Diese Gleichung entspricht der Gleichung (2.6.30), bis auf den Fehlerterm. In
(2.6.27) wurde der Discriminal Process 1y = 74 + €44 eingefiihrt. 7,4 ist in der
Tat identisch mit Dgg, wie in (2.6.39) eingefiithrt, wenn man

€ag = =0 + Ezg (2.6.43)

setzt. Wie Andrich (1978) anmerkt hat Thurstone den Personparamter 6, mit
in den Fehlerterm hineingenommen, und in (2.6.43) wird dieser Term nur weiter
aufgeschliisselt. Andererseits ist

* *
€ag — €ah = €ag — €ah +0,—0, = €ag — €ah>

so dass die Definition von D,g, am Ende gleich bleibt, wie es auch sein soll.

Logistische statt Gauf3-Verteilung: Das BTL-Modell Fiir den Case V zeigt
(2.6.37), dass die Wahrscheinlichkeit fiir X,4, = 1 bis auf den Parameter o nur
von der Differenz 7, — 75 abhéngt. Die GauB-Verteilung ist insofern unhandlich,
als das Integral nicht in geschlossener Form darstellbar ist. Andererseits ist die
logistische Verteilung von der Gauf3-Verteilung fiir alle praktischen Zwecke so gut
wie nicht zu unterscheiden. Setzt man also die logistische Verteilung an, so erhélt
man

_ __exp((1g — ) /0)

P(Xogh = 119, ,0) = T+ exp((ry = m)/0)"
Da o eine Konstante ist, kann sie in die Parameter 7, und 7, absorbiert werden.
Damit hat man das von Bradley & Terry (1952) sowie Luce (1959) vorgeschlagene
Modell fiir den Paarvergleich, in dem Discriminal processes nicht mehr vorkom-
men (vergl Beispiel B.2.3, Seite 295 im Anhang). Andererseits mufl man sehen,
dass man hier nicht durch messtheoretische Uberlegungen zu (2.6.44) gekommen
ist, sondern iiber Thurstones Betrachtungen iiber den Urteilsprozess, in dem die
logistische Verteilung zun#chst als Approximation fiir die Normalverteilung ein-
gefithrt wurde. Man hétte allerdings auch gleich die logistische Verteilung fiir die
Discriminal Processes annehmen kénnen. Wichtig ist, dass dem BTL-Modell?
(2.6.44) die Case V-Annahme zugrunde liegt.

(2.6.44)

Latent-Trait-Modell In (2.6.39) ist die Variable D,y = 75 — 0, + €, eingefiihrt
worden. Zur Veranschaulichung werde angenommen, dass das Item I, eine Mei-
nungséulerung sei, der man zustimmen kann oder nicht. Man stimmt I, zu, wenn
die eigene Position auf der Skala, die das Meinungsspektrum abbildet, hoher ist
als die des Items, wenn also

0o — €ag > T4

ist. Das ist aber der Fall, wenn

0>Tg—9a+5ag:Dag

20Bradley-Terry-Luce
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ist. Gilt eqg ~ N(0,07), so hat man mit P(Xag = 1|7,0a) = (Dag < 0|74, 0,)

P(Xag = 1]7g,0a) = P(eag < — (15 — 0a)) = / f(z)dz,  (2.6.45)
—(19—0a)/0g

f die Standardnormalverteilung. Die Approximation durch die logistische Vertei-
lung liefert dann

P(Xag = 1]79,00) = 1 jxfx(l(j‘(le: ig)Tg)U/gig) (2.6.46)

Dies ist das Birnbaum-Modell fiir die Beantwortung von Items. Wéahrend bei der
urspriinglichen Thurstone-Skala nur die Items skaliert werden, erlaubt (2.6.46)
die simultane Skalierung von Items und Personen.

2.6.8 Latente Merkmale und Klassifikation

Die latente Variable 6 kann kategorial sein; die Werte von 6 sind dann Klassenna-
men. Im obigen Beispiel der Abhingigkeit der Antworten bei zwei Items I, und
I, konnten die Probanden zwei Klassen zugeordnet werden, némlich der Klasse
der weiblichen und der Klasse der ménnlichen Probanden. Man kann 6 = m fiir
‘'méannlich’ und 6 = w fiir "'weiblich’ setzen, oder § = 0 fiir 'ménnlich’ und 6 = 1
fiir *weiblich’. Innerhalb jeder Klasse waren die Antworten auf die beiden Items
stochastisch unabhéngig. Das Geschlecht einer Person ist im Allgemeinen wahr-
nehmbar, aber bei Merkmalen wie Berufseignung, Depression (situativ versus
endogen) ist die Ausprégung nicht unmittelbar wahrnehmbar, sondern muf iiber
einen Test erfasst werden. Die Frage ist nun, ob die lokale stochastische Unab-
hingigkeit bei konstanter Merkmalsauspriigung (also bei Personen mit identischer
Merkmalsausprigung) eine Moglichkeit liefert, latente Klassen anhand der Ant-
worten auf [tems zu finden und Probanden diesen Klassen zuzuordnen. Dies ist in
der Tat moglich, wie im Folgenden gezeigt wird. Es wird zunéchst der einfachste
Fall von nur zwei latenten Klassen C und C behandelt.

# ist in diesem Fall einfach eine Indikatorvariable, also

17 CLGC
0_{ 0, a¢C, dh.acC (2.6.47)

Die Wahrscheinlichkeit, dass eine beliebig ausgewihlte Person der Klasse C ange-
hort, sei P(0 = 1) = p., und dementsprechend ist die Wahrscheinlichkeit, dass sie
der Komplementirklasse C angehort, P(6 = 0) = 1 — p,.. Fiir alle Probanden mit
0 = 1 — die also zur Klasse C gehoren — gilt lokale Unabhéngigkeit, ebenso fiir alle
Probanden mit § = 0, das sind die in der Komplementirklasse C (p. definiert also
die Grundquote beziiglich C). Fiir alle Probanden mit § = 1 — die also zur Klasse
C gehoren — gilt lokale Unabhéngigkeit, ebenso fiir alle Probanden mit 6§ = 0, das
sind die in der Komplementirklasse C.
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Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Person aus C das Item I, "16st”, sei nun g1
(der zweite Index 1 bezieht sich darauf, dass fiir alle Personen aus C die Zuordnung
6 = 1 gilt). Man bemerke, dass 74 den gleichen Wert fiir alle Personen aus C
hat, die Annahme ist ja, dass der Wert von 6 die "Losungs”wahrscheinlichkeit fiir
ein Item bestimmt. Die Wahrscheinlichkeit, dass das Item nicht beantwortet oder
gelost wird, ist dann 1 — 741. Wie iiblich soll X, = 1 signalisieren, dass das Item
gelost wurde. Das Antwortverhalten fiir das Item I, 148t sich dann kompakt in
der Form

hg(Xgl0 = 1) = my (1 — mg1) =0 (2.6.48)

schreiben: h, ist die Wahrscheinlichkeit, dass X, = 1, gegeben ein Wert von 6.
Fiir Xg = 1 ergibt sich die Wahrscheinlichkeit

X _
hg(Xg =110 =1) = m ;" (1 - 1) TN = 1,

denn dann ist 1 — X, = 0 und (1 —my1)° = 1. Fiir X, = 0 ergibt sich in analoger
Weise die Wahrscheinlichkeit

hg(Xg == 0|0 = 1) =1- 7Tg1.

Betrachtet wird nun die Wahrscheinlichkeit f, dass die X, die speziellen Werte
g = 1 oder x, = 0 annehmen: wegen der lokalen Unabhéngigkeit gilt dann

n n

fxr,...,anl0=1) = H (2gl0 =1) = [ [ my7 (1 — mgn)" " (2.6.49)

: g:l

Fiir Probanden aus C sei die Wahrscheinlichkeit, das Item I, zu beantworten,
gleich 7g4,. Alle vorangegangenen Betrachtungen iibertragen sich auf diesen Fall,
so dass analog zu (2.6.49) die Beziehung

n

fl@1, ..., 2,00 =0) = H (20 = 0) = J] my (1 — mg0) '~ (2.6.50)
g=1

Wird nun eine beliebige Person gewihlt, so gehort sie mit der Wahrwscheinlichkeit
pe zu C und mit der Wahrscheinlichkeit 1 — p. zu C. Nach dem Satz der totalen
Wabhrscheinlichkeit gilt dann

n

f(x1,... 20 chh (240 =1) + 1—ch (24]0 = 0). (2.6.51)
g=1 g=1

Klassifikation: Sind nun die Wahrscheinlichkeiten p. und 741 sowie myq fiir
g = 1,...,n bekannt (sie miissen im Allgemeinen geschiitzt werden!), so kann
eine Person auf der Basis ihrer Werte x1,...,x, einer der beiden Klassen zu-
geordnet werden. Wihrend p. = P(0 = 1) eine a-priori-Wahrscheinlichkeit fiir
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die Zugehorigkeit zur Klasse C ist, muf} fiir eine Klassifikation eine a-posteriori-
Wabhrscheinlichkeit
PO =1|xy,...,zp)

fiir die Zugehorigkeit zu C bestimmt werden. Natiirlich gilt
PO =0|x1,...,zp) =1—P(0 =1|z1,...,2p).
Nach dem Satz von Bayes gilt

p(mla"wxnmezl) _ f(xhame:l)pc

PO =1z1,...,2,) = = , (2.6.52

( 1 ) flxy,. .. xp) flzy,...,xN) ( )
und

PO =0|x1,...,zp) =1— PO =1|z1,...,2p). (2.6.53)

Gegeben die x1, ..., T, kann man eine Person nun der Klasse C zuordnen, wenn

PO =1|xy,...,zn) > P(0 =0|x1,...,25), (2.6.54)

und der Klasse C, wenn umgekehrt P(0 = 1|z1,...,2,) < P(0 = 0|z1,..., 7).

Die Gleichung (2.6.52) kann noch umgeschrieben werden, so dass bestimmte
Eigenschaften dieser Wahrscheinlichkeit deutlicher werden. Beriicksichtigt man
(2.6.49) und (2.6.51), so erhélt man mit ¥ = (x1,...,z,) den zunichst etwas
uniibersichtlicheren Ausdruck

28 | g1(1_7rgl)1_xg

De ngl 77319(1 — mg1)' %9 + (1= pe) l_.[g 1 90(1 — mg0) !0
(2.6.55)
9(1 — mg1) "% und

PO =1|7) =

Teilt man nun den Zihler und den Nenner durch p. []"
beriicksichtig man, dass

9191

n
De H TFgl — Tg1) )17 = peexp Z zglogmgr + (1 — 2g) log(1 — mg1))

g=1
und analog
n n
(1-pc) H 77;;8(1 - Wgo)lixg = Pc€Xp Z(xg log mgo + (1 — 24)log(1 — mg0)) |
g=1 g=1
so erhdlt man fiir P(6 = 1|z1,...,z,) den Ausdruck
1
Pl =1|%) = — - p_— T
1+< o )exp [Zg:l <acglog?gl+( 24) log {—22 ng)]

(2.6.56)
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Es ist aber P( = 0|7) = 1 — P(0 = 1|%), so dass®!
(152) exp [Sios (wolog 22 + (1 — ) log =22 |

1+ (1 pc> exp [23:1 (a:g log :—i? +(1—x4)log }_:Z?)]

(2.6.57)
Die Nenner in den Ausdriicken fiir P(6 = 1|Z) und P(6 = 0|%) sind identisch und
spielen deshalb beim Vergleich dieser beiden Wahrscheinlichkeiten keine Rolle;
betrachtet man etwa den Quotienten von P(6 = 1|Z) und P(0 = 0|%), so kiirzt
sich der Nenner heraus und man hat

PO =117) _ ! . (2.6.58)

P(6 =0|7) (—1;{’6) exp [Egzl (acg log %‘; + (1 —zy4) log = QZ?)}

Entscheidet man sich fiir die Zuordnung a — C, wenn P(0 = 1|Z) > P(6 = 0|%),
so muf} fiir diese Entscheidung also

1> ( ) exp Z <xg log +(1— xg)log : 7Tgo>

— g1

P(6 = 0|7) =

oder
n

De — Tg0
> exp Zg4lo + lo )
1 —pc ;(9 gﬂ'gl (=) gl_7"91

gelten. Da der Logarithmus eine monoton steigende Funktion ist, kann man auch
beide Seite logarithmieren und die Logarithmen miteinander vergleichen. Mit

(2.6.59)

Logit p = log 1

erhalt man dann
Logit p. > g (xg log — —|— (1 —z4)log —7Tg0> (2.6.60)
po 1—mg1

Dieser Ausdruck a3t sich weiter vereinfachen zu

n n
1—
0> Z x4(Logit mgo — Logit mg1) + Z log % — Logit pe,
g=1 g=1 9

oder, gleichbedeutend damit, zu

n n
1—
X = Z x4(Logit myo — Logit mg1) > Z log el + Logit pe. (2.6.61)
1—m g0
g=1 g=1

Die Diskriminanzfunktion X hingt linear von x4 ab! Lineare Diskriminanzfunk-

tionen spielen in der Klassifikation von Personen oder Objekten generell eine

zentrale Rolle.

21 p(p = 1|Z) hat die Form 1/(1+A); dann ist P(§ = 0|21, ..., z,) von der Form 1—1/(1+A) =
1+A-1/0+A)=A/1+A).
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2.6.9 Der theoretische Status latenter Variablen

Modelle und ihre Semantik: Latente Variable sind Variable, die auf der Basis
von Messungen bestimmt werden, also abgeleitete Groflen. Im Rahmen psycho-
metrischer Tests sind die Messungen die Antworten der Probanden auf Items, und
die Beziehung zwischen der Antwort und der eigentlich interessierenden latenten
Variablen wird entweder durch eine Itemfunktion oder auf der Basis eines fakto-
ranalytischen Modells hergestellt: werden einer Stichprobe von m Probanden n
Items vorgelegt und ist x;; die numerische Repréasentation der Antwort der i-ten
Person auf das j-te Item, so kann z;; in der Form??

i = 0na; + -+ Opan;, i=1,...,m;j=1,...,n>m. (2.6.62)

wobei 60;; der Faktorscore der i-ten Person beziiglich der k-ten latenten Varia-
ble ist, also die Ausprigung der k-ten latenten Dimension bei der i-ten Person
ist , und ay; ist die Ladung des j-ten Tests oder Items auf der k-ten latenten
Variablen. Die Représentation der x;; gilt exakt, ist aber "trivial”, weil so viele
latente Variablen postuliert werden, wie es Items gibt. Um eine Approximation
an die Faktorenanalyse zu erhalten, versucht man, die x;; mit nur » < n latenten
Werten zu approximieren, also

zu setzen; auf die hiermit verbundenen Fragen mufl aber im hier gegebenen Zu-
samenhang nicht eingegangen werden. Fiir die 0;; und a;;, gelten jedenfalls die
Gleichungen??

eik = alkxﬂ/)\k + -+ ankxin/)\k- (2'6'64)

Formal kann man die 0;;, als eine Art gewogenes Mittel der Scores der i-ten Per-
son betrachten, und die Ladungen a;; als ein gewogenes Mittel der Scores fiir
das j-te Item (gemittelt {iber die m Probanden). Die Tabelle 4 zeigt noch einmal
die Messwerte sowie die Skalenwerte 0;;, fiir die Personen und a;; fiir die Items,
k =1,...,n. Die Tabelle 4 gibt das Schema an, nach dem die a;;, und 6;;, gewon-
nen werden. Bei einer Anwendung im Rahmen der Klassischen Testtheorie, d.h.
bei der Berechung des Summenscores einer getesteten Person, wird von Gewich-
ten a;; Gebrauch gemacht, die anhand einer groflen, reprisentativen Stichprobe

22Der Einfachheit halber wird nur der Ansatz der Hauptachsentransformation dargestellt.

%Die Gleichungen entsprechen der Singularwertzerlegung der mxn-Datenmatrix X, derzufolge
stets X = QAY/2P’ gilt, wobei P die normierten Eigenvektoren von X’X und Q die normierten
Eigenvektoren von XX’ — jeweils als Spaltenvektoren — enthiilt. A2 ist die Diagonalmatrix
der Wurzeln der von Null verschiedenen Eigenwerte von X’X und X X'. Die Matrizen P und
Q sind orthonormal. A = PAY2, d.h. fiir das Element ajr (Ladung des j-ten Items auf der
k-ten latenten Variablen) gilt ajr = pjxv/Ak. Die Gleichungen (2.6.64) und (2.6.65) ergeben
sich aus X = QA’, denn wegen der Orthonormalitéit folgt einerseits Q'X = A’, d.h. A = X'Q,
andererseits XA = QA’A = QA, d.h. Q = XAA™!, und A~ = diag(1/A1, ..., A\n).
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Tabelle 4: Daten, Item-(a;;) und Personenparameter (6;;); m Personen, n Items.
Maximalzahl latenter Variablen ist n, interpretiert werden i.A. r < n

Items I1,...,1I, Faktorwerte
T T2 0 T | O o O
Personen Lol X9y -+ Top | Bo1 -+ Bop
(i=1,...,m) Tiw T o Tin | O o O
Iml Tm?2 e Tmn em]_ st Gmn
ail a2 - Qlp
Faktorladungen as  a9s - aop
(Items j =1,...,n) a;1 aj2  cr Gjn
anl  Gp2 - Gpp

gewonnen wurden und zu der der Proband nicht gehort, — wohl aber sollte er
(oder sie) zu der Population gehoren, aus der die Stichprobe ausgewihlt wurde.
Die a; reprisentieren dann Merkmale der Population.

Die Existenz der 6;; und der a;;, ist durch ein Resultat der Algebra gesichert,
ganz unabhéngig davon, was die z;; bedeuten. Das durch die Gleichungen (2.6.62),
(2.6.64) und (2.6.65) definierte Modell ist also eigentlich nichts anderes als eine
Interpretation der Anwendung eines algebraischen Theorems zur Beschreibung
von Daten, das selbst nichts mit der Bedeutung der Messungen zu tun hat. Dieser
Sachverhalt reflektiert ein Problem. Denn es ist ja denkbar, dass die Antworten

auf die Items Iy, ..., I, in der Tat durch Ausprigungen von latenten Variablen
bestimmt werden, — die aber nicht linear, also additiv, wirken. So seien etwa 7
und 72 die durch die Iy, ..., I, erfassten Variablen, und es gelte

Tij = biinj1 + bianjz + bisnjinse + €. (2.6.66)

b;1 und b;2 seien die Auspragungen von 71 und 72 bei der i-ten Person, 7;1 und n;2
seien die Mafle, mit denen 7; bzw.ns durch das j-te Item erfasst werden. b;3 sei
die Auspriagung der Wechselwirkung zwischen den beiden latenten Variablen bei
der i-ten Person, wobei die Wechselwirkung durch das Produkt 7,172 beschrie-
ben werde. Dies bedeutet, dass es aufler einer "einfachen” Wirkung der Variablen
nj1 und 72 noch eine weitere Wirkung von n; gibt, die proportional zu 7y; (und
umgekehrt) wirkt. Wechselwirkungen, die durch Produkte beschrieben werden,
kennt man z.B. aus der Chemie: die Intensitéit der Reaktion zweier Substanzen
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o1 und o9 hingt von der Anzahl moglicher Molekiilkombinationen (s1,s2) ab,
wobei s1 ein Molekiil der Substanz o1 und so ein Molekiil der Substanz oy ist,
und insgesamt gibt es 1 x ny mogliche Kombinationen, wenn n; die Anzahl der
Molekiile der Substanz o; ist (Massewirkungsgesetz). Ob man eine derartige In-
terpretation auf psychische oder kognitive Reaktionen iibertragbar ist, hiangt von
der Theorie ab, in deren Rahmen die Reaktionen betrachtet werden. Die fak-
torenanalytischen Methoden (hier: die Hauptachsentransformation), die auf die
Repriésentation (2.6.62) zielen, werden stets die 6, und aj, liefern, die den Bedin-
gungen (2.6.64) und (2.6.65) geniigen, weil eben aus rein algebraischen Griinden
eine lineare Dekomposition stets moglich ist; das wahre Modell (2.6.66) bleibt
unidentifiziert. Man kann den Fall haben, dass die Dimensionen, die durch den
linearen Ansatz bestimmt werden, u. U. (d.h. durch entsprechende Rotation der
Achsen) durch bestimmte Items reprisentiert werden kénnen, sofern die Antwor-
ten auf die Items unkorreliert sind; die Antworten auf die iibrigen Items lassen
sich dann durch Linearkombination der Dimensionen gewissermafien "vorhersa-
gen”. Es bleibt aber dabei, dass ein objektiv falsches Modell akzeptiert wird, denn
das wahre Modell ist eben (2.6.66) und nicht (2.6.62). Wird die Faktorenanalyse
zur Bestimmung latenter Dimensionen gew&hlt und dabei ein lineares Modell an-
genommen, so kann die nichtlineare Beziehung (2.6.66) nicht identifiziert werden.

Dieses Gedankenexperiment fiithrt auf einen konstruktivistischen bzw. opera-
tionalistischen Ansatz zur Interpretation latenter Variablen. Der konstruktivi-
stischen Auffassung zufolge sind Naturgesetze und dementsprechend eben auch
latente Variable Konstruktionen des menschlichen Geistes, die in der Natur gar
nicht existieren miissen. Zur Veranschaulichung denke man an den Kraftbegriff
der newtonschen Physik, demzufolge die Kraft F' proportional zu Beschleunigung
b eines Korpers ist, wobei der Proportionalititsfaktor die Masse m des Korpers
ist, also F' = mb. Die Frage ist, ob die Kraft F' eine tatséichliche Grofle in der
Natur oder ob F' nur ein Konstrukt unserer Denkweise ist, mit dem sich gewisse
Vorgénge in der Natur exzellent beschreiben lassen. Nicht identisch, aber ver-
wandt mit diesem Ansatz ist der operationalistische Ansatz, bei dem Begriffe
durch die Art und Weise — eben durch die Operation — ihrer Erfassung, also in
einem allgemeinen Sinne ihrer Messung, definiert werden. Indem man die Masse
m und die Beschleunigung b eines Korpers — die wiederum operational definiert
werden — mifit und das Produkt mb bildet, hat man operational die einwirkende
Kraft definiert bzw. bestimmt; was hier zum Ausdruck kommt, ist die eigenartig
zwischen Definition und Gesetz schwebende Charakterisierung des Kraftbegriffs.
In der Psychologie ist der Merkspruch "Intelligenz ist, was der Intelligenztest
mifit” bekannt, der dem operationalen und in gewisser Weise auch dem konstruk-
tivistischen Vorgehen entspricht. Andererseits wird man von den Fahigkeiten, die
in einem Intelligenztest gemessen werden, kaum sagen konnen, dass sie nichts
mit Intelligenz zu tun haben. Hier werden fiir den wissenschaftstheoretisch Inter-
essierten Fragen beziiglich des verwendeten Wahrheitsbegriffes aufgeworfen. Der
intuitiv naheliegende Korrespondenzbegriff der Wahrheit — eine Aussage ist wahr
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genau dann, wenn die Dinge in der Welt so sind, wie die Aussage sie beschreibt —
scheint auf den ersten Blick nicht ganz angemessen zu sein. Andererseits werden
mit einem Intelligenztest betimmte Fahigkeiten erfafit, und die Charakterisie-
rung dieser Fahigkeiten als ’Intelligenz’ kann als nominalistische Definition dieses
Merkmalkomplexes aufgefafit werden, die von der Wahrheit der Messungen unab-
hingig ist. In Borsboom, Mellenbergh & van Heerden (2003) werden einige dieser
Fragen in Bezug auf die Testtheorie angesprochen.

Diese Betrachtungen iibertragen sich auf den Begriff der latenten Variablen,
wie er in Item-Response-Theorien verwendet wird. Wahrend aber bei faktoren-
analytischen Ansétzen die 0, direkt aus den x;; errechnet werden, wird bei den
IR-Theorien ein probabilistischer Zusammenhang zwischen der latenten Varia-
blen und dem beobachtbaren Antwortverhalten postuliert. Die Frage ist hier, wie
dieser Zusammenhang zu deuten ist.

Stochastische Probanden: In Abschnitt 2.6.3 wurde bereits der Ansatz der
‘unterliegenden Variablen’ dargestellt. Diesem Ansatz entsprechend fluktuiert das
gemessene Merkmal innerhalb der Person und das Antwortverhalten hingt vom
Wert der latenten Variablen zur Zeit der Messung ab. Lazarsfeld (1950) (zitiert
nach Lord & Novick (1968, p. 29) dikutiert bereits einen Mr. Brown, der zu wie-
derholt zu seiner Einstellung zu den Vereinten Nationen (UN) befragt wird. Damit
die Reaktionen von Mr. Brown unabhéngig voneinander sind, sei es notwendig,
ihn nach jeder Befragung einer Hirnw#sche ("to wash his brain”) zu unterziehen.
Nach einer hinreichend grofien Zahl von Befragungen kénne man dann die Wahr-
scheinlichkeit einer beziiglich den UN positiven Antwort als relative Haufigkeit
bestimmen. Dabei kénne das Antwortverhalten vom Zustand Mr. Browns abhén-
gen: hat er keinen Alkohol getrunken, &uflert er sich eher positiv, weil er sich der
sozialen Erwiinschheit einer positiven Einstellung bewuft ist, steht er dagegen
unter Alkoholeinfluf}, 1463t er seiner Abneigung gegen internationale Institutio-
nen freien Lauf. Die Antwort von Herrn Brown wird, so Lazarsfeld, durch Herrn
Browns jeweilige propensity 2* bestimmt. Lord & Novick (1968), p. 30, betrach-
ten Studierende, die ihre Examensleistungen u. a. auf ihren Zustand wéihrend
des Examens zuriickfithren, der in nicht genau kontrollierbarer Weise fluktuiere.
Die entsprechende Verteilung heifit dann, der Lazarsfeldschen Anregung zufolge,
propensity distribution. In Abschnitt 2.12, diskutieren Lord & Novick dementspre-
chend dann replicate measurements; bei einer gegebenen Person a € P variiert der
Score X, fiir das Item I, von Messung zu Messung, d.h. X, ist, fiir gegebenes
Item 1,4, eine zufillige Verénderliche. Ursache fiir die zuféllige Variation von Xg4
sind Einfliisse auf die Messungen, die nicht weiter kontrolliert werden kénnen,
wobei es sich auch im "innere” Einfliisse wie Aufmerksamkeitsschwankungen etc.

%"Den Begriff der propensity (Propensitiit, etwa: Neigung) geht, im Zusammenhang mit Wahr-
scheinlichkeiten, auf Popper zuriick, der damit einen objektiven Wahrscheinlichkeitsbegriff be-
griinden wollte, vergl. Mortensen, U.: Wissenschaftstheorie III, Abschnitt 2.2 (http://www.uwe-
mortensen.de/WisstheorielIl.pdf)
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handeln kann.

Ellis & van Wollenberg (1993) argumentieren, dass Latent trait Modelle auf
drei Basisannahmen beruhen: (i) die Eindimensionalitit des gemessenen Merk-
mals, (ii) dem Prinzip der lokalen Unabhingigkeit, und (iii) der Monotonitét der
Itemfunktion, d.h. je grofler die Fahigkeit oder Ausgeprigtheit des Merkmals,
desto grofer soll die Wahrscheinlichkeit einer Antwort sein. Die Mo6glichkeit, dass
es stochastische Aspekte im Antwortverhalten einer Person gibt derart, dass die
bedingten Wahrscheinlichkeiten Fy(6) und P(n > 1|6) identisch sind, definieren
die Autoren als lokale Homogenitdt. Die tiblichen Latent trait Modelle postulieren
diese lokale Homogenitét nicht, und Ellis et al. fithren aus, dass das Postulat eine
vierte, von den ersten drei Annahmen unabhéingige Annahme ist. Sie bedeutet,
wie bereits Lord & Novick (1968), p. 539, ausgefiihrt haben, dass Personen mit
dem gleichen Wert von 6 auch die gleichen Antwortwahrscheinlichkeiten haben.
In Abschnitt 2.6.3 wurde bereits fiir die Spezialfille des Ogiven- sowie des logisti-
schen Modells ausgefiihrt, dass die Verteilungen der unterliegenden Variablen fiir
die verschiedenen Personen die gleichen Parameterwerte etwa fiir die Varianzen
haben miissen; die Argumente von Ellis et al. beziehen sich allgemeiner auf alle
moglichen Latent trait Modelle. Gilt die Annahme der lokalen Homogenitét, spre-
chen Ellis et al. von einem homogenen monotonen IRT Modell. In der Diskussion
argumentieren sie, dass nur solche Modelle fiir die Psychologie von Interesse sei-
en, — wenn man die Psychologie als die Wissenschaft vom Verhalten individueller
Personen betreiben wolle: ”So the probabilities described by an inhomogeneous
model seem not particularly important for psychological theory.” (Ellis et al.,
p. 427) Die Autoren diskutieren Moglichkeiten, die Homogentitédtsannahme zu
testen, worauf an dieser Stelle aber nicht eingegangen werden kann.

Holland (1990) nimmt einen anderen Standpunkt ein. Er spricht im Zusam-
menhang mit der Moglichkeit stochastischen Antwortverhaltens von einem stocha-
stic subject. Holland (1990) zitiert eine Reihe von Autoren, die eine stochastische
Zusténdlichkeit von Personen annehmen, duflert aber die Ansicht: "I believe that
no completely satisfactory justification of the ”stochastic subject” is possible,”
und hilt die Erkldrungen, die beziiglich der Mechanismen, die das Antwortver-
halten einer Person stochastisch erscheinen lassen, fiir tautologisch: “subjects are
stochastic, because human behavior is uncertain”. Aber eine solche Aussage ist
wohl eher als Polemik zu verstehen, mit der er seine eigene Auffassung retho-
risch stiitzen will. Denn die Annahme des stochastischen Subjekts ist eine Folge
der beobachteten Unsicherheit (im Sinne von mangelnder Vorhersagbarkeit) im
menschlichen Verhalten, und dieses Verhalten ist keine Folge der Annahme eines
stochastischen Subjekts. Hollands Erkldarung fiir die Zufalligkeit der Antworten
beim Testen von Personen basiert auf dem Begriff der zufilligen Auswahl von
Probanden (random sampling of examinees). Tatséchlich kann ein Proband, der
von einem Psychologen getestet werden soll, aus der Sicht des Psychologen wie
die zuféllige Wahl eines Probanden aus einer Population mdéglicher Probanden
gesehen werden. Holland postuliert:
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"There are no stochastic mechanisms operating except the sampling
process by which examiness are selected from C' [der Population P]
and tested with T' [dem Test]. I shall make no probabilistic assump-
tions about how an examinee arrives at his or her particular response
vector. I only assume that an examinee, tested with 7', will produce
some response vector. This assumption, along with the random samp-
ling from C, will be the sole basis for statistical inferences. This is the
random sampling perspective and should be distinguished from the
stochastic subject perspective ...” (Holland (1990), p. 579).

Holland rdumt ein, dass abgesehen vom Test-Item das Verhalten in einem Test
von vielen Faktoren abhéngen kann, die nicht alle kontrollierbar sind. Dement-
sprechend fithrt er weiter aus:

"It should be emphasized that I do not make the deterministic as-
sumption that if an examinee where retested with T" then the same
response pattern would be produced by that examinee. Even if rete-
sting were done under identical conditions, the examinee is no longer
the same person in the sense that relevant experiences (i.e., prior ex-
posure to T') have occurred that had not occured prior to the first
testing. In short, the tested sample of examinees has changed from a
sample from C to a sample from a new population, C’. Thus, we ex-
plicitly do not include individual variability in test performance over
time as a source of probability in defining p(x). Rather, p(z) is merely
the proportion of C' who would produce response vector z if tested
with T'. Individual variability over time is absorbed into the definition
of the population C. As the population C' “ages” in some important
ways, it changes and so do the values of p(z).”(Holland (1990), p.
579).

Holland nimmt damit an, dass das Verhalten einer Person unter gegebenen Um-
standen vollstdndig determiniert ist. Diese Annahme ist ebenso kithn wie umstrit-
ten, und im gegebenen Zusammenhang ist sie tiberfliissig.

Beim random sampling Modell kommt es nur auf die Unterschiede zwischen
den getesteten Personen an; die Rede ist dementsprechen auch von between-
subject Modellen, im Gegensatz zu den within-subject Modellen, die die stochastic
subject-Annahme machen (Borsboom, Mellenbergh & van Heerden, 2003). Die
Hollandsche Art, die Antwortvariabilitdt eines Probanden zu deuten, mag einem
einigermaflen verquer erscheinen. Sie leitet aber iiber zu einer Interpretation von
Testmodellen, die in der Tat die Mo6glichkeit der Stochastizitéit des Probandenver-
haltens vernachléssigen. Borsboom, Mellenbergh und van Heerden (2003) haben
hierfiir einige Argumente vorgelegt. Die vierte Annahme der lokalen Homogeni-
tat, wie sie von Ellis et al. (1993) eingefiihrt wurde und derzufolge ein Modell,
dass fiir eine Population gilt, auch fiir jedes Mitglied der Population gilt, muf
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ja keineswegs gelten. Molenaar, Huizenga & Nesselroade (2003) haben Simula-
tionen durchgefiihrt, bei denen Testantworten aufgrund verschiedener Modelle,
korrespondierend zu verschiedenen Personen, erzeugt wurden: bei einigen Perso-
nen wurde ein Einfaktormodell angenommen, bei anderen ein Zweifaktormodell,
und so fort. Wurde dann an diese Daten ein sogenanntes between-subject Mo-
dell angepasst, so lieferte dieses bei der Annahme von nur einem, héchstens zwei
Faktoren einen sehr guten Fit. Andere Autoren kamen zu dhnlichen Ergebnissen
(Borkenau & Ostendorf (1998), Mischel & Shoda (1998), Feldman (1995), Cervo-
ne (1977)). Diese Befunde zeigen, dass between- und within-subject Modelle nicht
viel miteinander zu tun haben miissen (Borsboom et al.).

Verlafit man den within-subject-Standpunkt und gibt damit den Begriff des
stochastic subjects auf, so mufl die Existenz zufiilliger Variabilitdt in den Ant-
wortmustern durch das zuféllige Ziehen der Probanden aus der Population P be-
griindet werden. Der Merkmalsparameter 6 einer Person reflektiert ein konstantes
Merkmal und wird als ein die Person charakterisierender Skalenwert interpretiert.
Der Antwortprozess wird nicht mehr, wie beim stochastic-subject-Modell, mit dem
Testmodell gleichgesetzt. Wie Borsboom et al. ausfiihren, bedeutet dann das Big-
Five-Modell nicht mehr, dass dieses Modell auch fiir jede Person gilt. Diese Be-
trachtungsweise wird plausibel, wenn man sich noch einmal das am Anfang dieses
Abschnitts eingefiihrte Faktorenmodell ansieht. Nach (2.6.64) wird 6;x, also der
Wert der i-ten Person auf der k-ten latenten Variablen, als gewogenes Mittel

(iiber die Items)
n
O = ) _ ajeai;
i=1

der Messwerte berechnet. Die Mewerte x;; sind zwar spezifisch fiir die i-te Per-
son, die "Gewichte” a;;, aber nicht, — diese ergeben sich als gewogenes Mittel (iiber

die Personen)
m
aje =Y Ok
i=1

der Messwerte der Personen fiir das j-te Item, und die "Gewichte” sind hier die
0;1. Die aj;, als Mittelwerte iiber die Personen bestimmen, ob die Antwort auf
ein Item I; mit einem grofien, mittleren oder kleinen Anteil in die 6, eingehen,
und in diesem Sinne sind die 0;; Messwerte, die die Relationen zwischen den Per-
sonen definieren. Die aj; und 6;;, werden nur durch die einmalig bestimmten x;;
bestimmt und bilden gewissermaflen nur die Auspriagungen auf den latenten Va-
riablen zum Messzeitpunkt ab, nicht aber interne zeitliche Fluktuationen. Ob die
durch die 6;;, und a;j, definierte Struktur auch der Struktur innerhalb jeder Person
entspricht, bleibt prinzipiell eine offene Frage, wobei aber eine negative Antwort
wahrscheinlich ist. Die Interpretation der Personparameter als Messwerte, die die
Relationen zwischen Personen abbilden, ist also keine neue Vorstellung, sondern
bereits immanent in den faktorenanalytischen Modellen enthalten.
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2.6.10 Die Schitzung von Parametern

Wichtige Parameter in jeder Testtheorie sind die Schwierigkeit der Items, die
"Féhigkeit” (Auspriagung des jeweils gemessenen Merkmals), und natiirlich ande-
re Groflen wie die Giiltigkeit und Reliabilitdt des Tests und der einzelen Items.
Die Werte dieser Parameter sind unbekannt und miissen aus den Daten geschétzt
werden. Es soll hier ein kurzer Uberblick iiber die wichtigsten Methoden zur
Schétzung von Parametern und die statistischen Eigenschaften dieser Schétzun-
gen gegeben werden.

Uberblick iiber die giingigen Methoden: Die am meisten verwendeten Me-
thoden sind

1. Die Momentenmethode: Will man z.B. den Erwartungswert und die Va-
rianz einer zufélligen Verdnderlichen X Schétzen, so berechnet man einfach
die zu den Definitionen dieser Gréflen korrespondierenden Stichprobenmo-
mente. So ist der Erwartungswert durch

E(X) = Z piz; X ist diskret, bzw. E(X) = /Ia:f(x)dx X ist stetig

alle @

(2.6.67)
definiert (I ist der Definitionsbereich der Variablen X'), und die Varianz ist
durch

V(X) =E(X?) - E*(X) (2.6.68)

definiert. Die Schitzungen von y = E(X) und ¢? = V(X) nach der Mo-
mentenmethode sind dann der Stichprobenmittelwert und die Stichproben-
varianz

1 2 —\2

r=— T, S =— T —T)°. 2.6.69

- ; - ;( ) ( )

Man beachte, dass bei der Schétzung von o2 nicht durch n — 1, sondern
durch n geteilt wurde, denn s? ist eben eine Schiitzung von o2, die der De-
finition der Varianz als durchschnittliche quadrierte Abweichung vom Er-
wartungswert entspricht; die Varianz ist demnach ein arithmetisches Mittel
aller moglichen Abweichungen von X vom Erwartungswert E(X).

2. Die Methode der Kleinsten Quadrate: Gegeben sind Messwerte y;, ¢ =
1,...,n, und ein Modell, mit dem man die y; "erkléiren” oder "vorhersagen”
will. Das Modell enthélt freie — d.h. noch zu bestimmende — Parameter a, b,
... Die Vorhersagen der y;-Werte haben die Form ¢;(a, b, ...). Fiir gegebene
Parameterwerte unterscheiden sich die y;- und g;-Werte um "Fehler” e;, d.h.
yi = U; + e;. Die Parameter werden geschéitzt, indem man die Funktion

n

Qa,b,...) = (yi — dila,b,..))> =D e (2.6.70)
=1

=1
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als Funktion der freien Parameter a,, b,... minimalisiert. Das einfachste
Modell ist y; = p+ e;, p = E(Y). Mit g = a kann man nun die Funktion
Q(p) minimalisieren. Man betrachtet demnach

i=1
und findet
dQ(p) -
=-2) Wi—np
a0 ;( )
Fir p = g wird dQ/dp = 0, d.h.
dQ(p) -

dp

woraus ), y; = nfi oder
|
H=y= n Z Yi
=1
folgt. Die Kleinste-Quadrate-Schétzung fiir p ist das arithmetische Mittel,

und
n

Qi) =3 (i - 9)?

u=1
ist der kleinstmégliche Wert fiir Q. Offenbar ist Q(f1) = nsz, so dass man mit

dieser Schiatzung die Varianz der y-Werte um die Schitzung § minimalisiert.
Fiir das Modell y; = bx;+a+e; erhédlt man bekanntlich die KQ-Schétzungen

Kov(z,y)

2 9
Sx

b= a=y— bz, (2.6.71)
und die Korrelation zwischen z und y ist ry, = bs. /Sy; Tay kann als KQ-
Schitzung des Regressionsparameters b fiir den Fall, dass = und y stan-
dardisiert wurden, betrachtet werden. Da viele Groflen der KTT als Kor-
relationen definiert sind, kann man sagen, dass die Methode der Kleinsten
Quadrate zentral fiir die KTT ist. Es mufl noch hinzugefiigt werden, dass
die spezielle Annahme einer bestimmen Verteilungsform fiir die y-Werte
zunéchst nicht erforderlich ist; eine solche Annahme wird erst notig, wenn
inferenzstatistische Aussagen iiber die Schitzungen gewiinscht werden.

Die Anwendung der Methode der Kleinsten Quadrate setzt nicht die An-
nahme der Normalverteilung voraus, — diese Annahme kann sich aber, wenn
sie berechtigt ist, als niitzlich erweisen, wenn man etwas {iber die Verteilung
der Schitzungen sagen mdochte.
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3. Die Maximum-Likelihood-Methode (ML-Methode): Likelihood ist
zunédchst nur ein anderer Ausdruck fiir probability, bedeutet also im Allge-
meinen Sinn soviel wie Wahrscheinlichkeit. Schéitzt man die freien Parame-
ter nach dieser Methode, so bestimmt man die Parameter so, dass die Wahr-
scheinlichkeit der Daten, gegeben diese speziellen Parameterwerte, maximal
wird. Die Idee dabei ist, dass im Allgemeinen eben das geschieht, was am
wahrscheinlichsten ist. In R. A. Fishers (1922, p. 310) Worten: "The like-
lihood that any parameter (or set of parameters) should have any assigned
value (or set of values) is proportional to the probability that if this were
so, the totality of observations should be that observed.”

Diese Methode kann auf Modelle der Form y = ¢ + e angewendet werden,
erfordert dann aber die Annahme einer Wahrschleinlichkeitsverteilung fiir y
bzw. fiir die Fehler e. Generell folgt schon aus dem Ansatz der ML-Methode,
dass die Annahme einer Wahrscheinlichkeitsverteilung Voraussetzung fiir
die Anwendung der Methode ist, da man ja sonst keinen Ausdruck fiir die
Wahrscheinlichkeit der Daten anschreiben kénnte. Es muf} sich nicht um die
Normalverteilung handeln: es kann sich um die Binomial-, die Exponential-
oder irgendeine andere Verteilung handeln. Das Interessante an der ML-
Methode ist allerdings, dass sich zeigen 148t (vergl. Kendall & Stuart (1973),
p. 240), dass die Schitzungen fiir die Parameter asymptotisch normalverteilt
sind. Diese Eigenschaft von ML-Schétzungen sind natiirlich von Bedeutung
fiir inferenzstatistische Betrachtungen.

Beispiel 2.6.1 Fiir eine Stichprobe mit n Messungen y; gelte y; = u +
e;, wobei die Fehler e; normalverteilt mit dem Erwartungswert 0 und der
Varianz o2 seien. Die y; sind dann normalverteilt mit dem Erwartungswert
p und der Varianz o2. Gesucht sind die ML-Schitzungen fiir 4 und 2. Es
wird die Unabhéngigkeit der y; vorausgesetzt. Die Likelihood der Stichprobe
ist dann

n

L) = [[— exp(—(yi_'u)2>

L o2 202
=1
1 Lm (yi— )
= — —— 2.6.72
on<2w>n/2€xp< 2 ("71) ) o
und die log-Likelihood
n 1= (yi—p\
;
L:lgﬁ:—nloga—2log2w—2;< . > (2.6.73)
1=
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Die partiellen Ableitungen nach p und o sind

oL I~ (yi—p\ 1

— = = =) - 2.6.74
o 2;( o >J (26.74)
OL noo1 g )

— = == (i- 2.6.
9% p iZI(yz 1t) (2.6.75)

Setzt man hier OL/0p|,—; = 0, so ergibt sich ) . (y; — ft)/n = 0 und damit
fi = > yi/n. Setzt man OL/do|,—s = 0, so ergibt sich 62 = >".(y; —4)*/n,
wobei fiir u bereits die Schéiitzung g eingesetzt wurde; zusammengefasst hat
man mithin die ML-Schétzungen

X 1 ¢ ;
io= =D ui=7 (2.6.76)
=1
. 1 ¢ ,
ot = = -9’ (2.6.77)
=1
O

Die Maximum-Likelihood-Methode (ML-Methode) ist insbesondere dann
eine mogliche Methode, wenn ein Modell mit additivem Fehler der Form
y = 4 + e nicht postuliert wird oder nicht postuliert werden kann, dafiir
aber die Wahrscheinlichkeitsverteilung bekannt ist.

Beispiel 2.6.2 Die zufillige Verdnderliche X sei binomialverteilt mit den
Parametern p und n, so dass

P(X =Fk) = (Z)pk(l — pyn (2.6.78)

Die Daten liegen als Folge von Werten einer Indikatorvariable X; = {0,1}
vor: beim i-ten Versuch ist entweder X; = 1 oder X; = 0. Man hat etwa

X1=1,X0=0,X3=0,X4=1,...
Die Likelihood dieser Daten ist dann das Produkt
L(X1,..., Xn)=pl—=p)(1—p)p---

Da es auf die Reihenfolge beim Multiplizieren nicht ankommt, kann man,
wenn es insgesamt k "Erfolge” gegeben hat,

L(X1,..., X)) =p"Q—pF (2.6.79)
schreiben, und die Log-Likelihood ist
L=logL =klogp+ (n—k)log(l —p). (2.6.80)
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L —und damit £ — wird maximal, wenn dL/dp|,—; = 0. Es ist

dL  k n—k

und

die ML-Schétzung fiir p ist also gerade durch die relative Héufigkeit der
"Erfolge” gegeben. Formal entspricht diese Schétzung wieder dem arith-
metischen Mittel der X;-Werte, und damit entspricht die Schéitzung dem
Resultat, das man bei Anwendung der Momentenmethode bekommt.

P ist nicht notwendig der wahre Wert von p, — es ist eben nur der Schitzwert
mit maximaler Wahrscheinlichkeit. Man kann sich einen Uberblick iiber
die Verteilung moglicher p-Werte verschaffen indem man Bayes Theorem
anwendet. Demnach kann man

P(plz) = P(ivlp)M (2.6.82)

P(x)
schreiben: P(p|x) ist die a posteriori-Wahrscheinlichkeit fiir den Wert p,
P(p) ist die a priori-Wahrscheinlichkeit fiir den Wert p, P(z|p) ist die
Wahrsfheinlichkeit der Daten x unter der Bedingung, dass der Binomial-
parameter den Wert p hat, und P(z) ist die Wahrscheinlichkeit, dass die
Daten x beobachtet werden. (z|p) ist die Likelihood der Daten x, gegeben
p. Hat man n Verscuhe mit k& "Erfolgen” gemacht, so ist

P(zlp) = (Z)p’“(l —p)" " (2.6.83)

P(p) mufl durch eine Annahme festgelegt werden. Eine Moglichkeit ist,
vorangegangene Schitzungen fiir p einzusetzen. Eine andere Moglichkeit
ist, davon auszugehen, dass man nichts iiber p weif, so dass man fiir P(p)
eine Gleichverteilung annimmt. Fiir P(X) erhélt man nach dem Satz iiber
die Totale Wahrscheinlichkeit

pw) = [ Pappoi= (1) [ Fo-pr e eos)

wobei der Gleichverteilungsannahme entsprechend P(p) = 1 gesetzt wurde.
Man sieht, wie der Bereich, in dem der wahre Wert aller Wahrscheinlichkeit
nach liegt, um so enger wird, je grofler der Wert von n wird. (I
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Abbildung 11: A posteriori-Verteilungen fiir Binomialparameter k/n ~ .7; schraf-
fierte Flichen: jeweils p = .25

posterior density, m=7,n =5, E(p) =.71 posterior density, m =30, n = 21, E(p) = .7
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Die ML-Methode fiihrt nicht immer auf einfache Ausdriicke fiir die Schét-
zungen, wie anhand der logistischen Verteilung deutlich wird:

Beispiel 2.6.3 Die Stichprobe (y1,...,y,) komme aus einer logistisch ver-
teilten Population, d.h.

1
1—|—exp( “ 3)

(vergl. (2.6.23), Seite 45.) Kann die Unabhéingigkeit der y;-Werte vorausge-
setzt werden, so ist die Likelihood der Daten durch

fylp, o) = (2.6.85)

1
Fexp (~0Ea)
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gegeben, und die Log-Likelihood durch

L=logL=—Y log (1 +exp (%:%)) . (2.6.87)

=1

Setzt man zur Vereinfachung A; = a(y; — u)/o, so lassen sich die Ablei-
tungen nach einem Parameter 6, wobei § = p oder § = o sein kann, in der
Form

n

oL 1 o1+et) K et 04
89_;1+em 90 _;1+e‘4i89 (2:6.88)

schreiben. Insbesondere ist

0A; o 04 olyi—p)

I

o o do o2

L nimmt ein Maximum an fiir 4 = 4 und ¢ = 6 und

SR o

3MM:M 1+ ek

oL _ Ze’y—ﬂ —0
Ol y=o 0211 L+eh

wobei A; = a(y; — 1)/6. Da /& # 0 vorausgesetzt werden kénnen, miissen
die jeweiligen Summen gleich Null sein. Demnach miissen Schétzungen [i
und 6 gefunden werden, fiir die die beiden Gleichungen

n eAi
Z _ =0 (2.6.89)
i=1 1+edi
Z Wiz (2.6.90)
o l+ed

gelten. Explizite Gleichungen fiir i und & lassen sich nicht finden, d.h. die
Gleichungen miissen numerisch geltst werden.

Man kann auch von einer reparametrisierten Formel fiir die Dichte ausgehen.
Denn es kann ja

alu —
geschrieben werden, mit A = a/o, B = —au/o. Die Log-Likelihood-Funktion
hat dann die Form

L(A, B) Zlog (14 eWitB), (2.6.91)
i=1
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Aus den partiellen Ableitungen nach A und B findet fiir die Schéitzungen
A und B die Gleichungen

S~ (2.6.92)
im1 1+ eAyi+B
eAyH—B
Y ———— =0 (2.6.93)
— 1+ eAyi+B
=1
Hieraus lassen sich dann die Schitzungen 6 = o/ A fiir o und i = —Bé /a
fiir p ausrechnen. O

Eigenschaften von Schitzungen: Die Schitzungenvon Parametern — die so-
genannten Schdtzer — werden anhand der in der Stichprobe beobachteten Werte
berechnet. In dem Mafle, in dem diese Werte zufillig sind — jede Stichprobe ist ja
eine zufillige Auswahl von Beobachtungen oder "Messungen” aus einer Populati-
on moglicher Werte — sind auch die Schétzungen zufillig, d.h. die Schétzungen a,
B, ... sind zufillige Variablen, die ihrerseits wieder Erwartungswerte, Varianzen
haben, und die Schitzungen verschiedener Parameter a, b etc konnen miteinan-
der kovariieren. Die statistischen Eigenschaften der Schétzungen driicken sich in
diesen Erwartungswerten, Varianzen und Kovarianzen aus und kénnen von der
Methode der Schiatzung abhéngen. Generell wird ein Parameter als eine Statistik
iiber die gegebenen Messwerte berechenet, d.h. 6 = T(y1,...,Yn), wobei T die
Funktion ist, die zur Berechnung von 0 angewendet wird. Soll also 4 als Schétzung
von E(Y) = p berechnet weren, so ist

. 1<
p=T e yn) =~ Y i
=1

Die wichtigen Eigenschaften von Schatzungen sollen hier kurz aufgelistet werden,
da sie bei der Diskussion einer Testtheorie von Bedeutung sind.

1. Erwartungstreue: Es sei 6 ein zu schéitzender Parameter und f eine Schiit-
zung. Die Schitzung ist erwartungstreu, wenn

E(6) = 6. (2.6.94)
Dies heifit, dass die Schitzung 0 zwar vom wahren Wert 6 abweichen kann,
aber nicht systematisch um einen bestimmten Wert A6 von 6 abweicht. Af
heifit systematischer Fehler oder auch kurz Bias, von engl. bias = systema-
tischer Fehler.

Das arithmetische Mittel z ist ein erwartungstreuer Schétzer des Erwar-
tungswertes E(X) einer zufilligen Verdnderlichen (sofern dieser iiberhaupt
existiert), denn



Nicht jeder Schétzer ist erwartungstreu:

Beispiel 2.6.4 die ML-Schétzung (2.6.77) der Varianz einer normalverteil-
ten zufélligen Verdnderlichen ist nicht erwartungstreu. Um dies zu sehen,
kann man den Ausdruck fiir 62 wie folgt schreiben:

n

2 = D3 (5 —E(Y) +E(Y) - )’
=1
= % (yi —E(Y))? - F—-EY))* -2 (5 —EY)(F - E(Y)
i=1 i=1

schreiben, wobei sich leicht zeigen 148t, dass das Kreuzprodukt auf der rech-
ten Seite stets gleich Null sein muf. Dann ist

n

. 1 _
E(%) =~ Y E(yi —E(Y))? +E[(y - E(Y))?.
i=1
Es ist aber
2 2 5 _ O
E(yi —E(Y))"=0" E[(y-E(Y))]=—,
0?2 = V(X), und der zweite Term ist ja gerade die Varianz von ¢, die

bekanntlich gleich o /n ist. Also hat man

1 2 1 -1
E(&Q) = “no? — 7 _ < — > o’ = L02.
n n n n

Da 1—1/n < 1 fiir n > 1 folgt, dass 62 im Durchschnitt — also gemittelt
iiber verschiedene Stichproben — kleiner als der wahre Wert o ist. Es folgt

nﬁ T (:L > (s —y)2> = a?,

=1

d.h. der Schatzer

1
52 — i_72 2.6.
e (2:695)

hat, im Unterschied zu s2, keinen systematischen Fehler, ist also biasfrei.(]

. Konsistenz: Es ist intuitiv naheliegend, zu vermuten, dass eine Schéitzung
é, die auf einem kleinen Stichprobenumfang n beruht, eine groflere Varianz
hat als eine Schitzung, die auf einem gréfleren Stichprobenumfang beruht.
Man kann vermuten, dass die Schéitzung én, basierend auf einem Stichpro-
benumfang n, gegen 6 strebt, wenn n gréfler wird. Insbesondere heifit ein
Schiitzer 6 konsistent, wenn

lim E[(6, —6)?] =0, (2.6.96)

n—o0
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wenn 6,, also quadratischen Mittel gegen 6 konvergiert. Dies bedeutet, dass
(i) die Varianz von 6,, und auch ein Bias b, fiir wachsenden Wert von n
gegen Null gehen. Dass man das quadratische Mittel und nicht einfach die
Differenz 6,, — 6 betrachtet beruht darauf, dass die Konvergenz im quadrati-
schen Mittel gleichbedeutend damit ist, dass 0,, in Wahrscheinlichkeit gegen
6 konvergiert, d.h. wenn (2.6.96) gilt, so auch

lim P(|6, — 0] > &) = 0, fiir beliebiges e. (2.6.97)

Es 148t sich zeigen, dass die iiblichen Schitzungen der Momente einer Ver-
teilung, also z fiir E(X), s? bzw. 82 fiir 02, etc., konsistente Schitzungen
fiir die Momente sind.

. Effizienz: Es werde angenommen, dass zwei verschiedene Schétzmethoden
zwel verschiedene Schéitzungen 61 und 6o liefern. Die Schitzung 60 ist effi-
zienter als die Schétzung 65, wenn

E[(6 — 0)%] < E[(62 — 6)?]. (2.6.98)

Die Effizienz eines Schitzers kann, mufl aber nicht vom Wert des Parameters
f abhingen. Man kann auch den Begriff der relativen Effizienz einfiihren:
dies ist der Quotient R
2
e(fy,0,) = E[(6, =07 (2.6.99)
E[(62 — 0)?]
Es 148t sich zeigen, dass im Falle erwartungstreuer Schétzer dieser Quotient
gerade gleich dem Quotienten der Varianzen der beiden Schétzer ist; dann
ist derjenige Schétzer effizienter als der andere, wenn er die kleinere Varianz

A~

V() hat; der effizienteste Schétzer ist dann der mit der minimalen Varianz.

. Suffizienz: Wie oben angedeutet, wird eine Schétzung  als eine Funktion
T(y1,...,Yn) der Messungen y1, . . ., y,, berechnet. Bildlich gesprochen, zieht
T die Information {iber § aus den Daten. Eine Statistik 7" zur Schétzung von
6 heifit nun suffizient oder erschépfend, wenn es keine andere Statistik T’
gibt, die mehr Information beziiglich 6 aus der Stichprobe zieht als T' (7. ..
the statistic chosen should summarise the whole of the relevant information
supplied by the sample.” Fisher, 1922, p. 316). Der Begriff der Suffizienz
spielt eine zentrale Rolle in der Argumentation fiir das Rasch-Modell. Es
ist deshalb sinnvoll, kurz auf die Bedingungen, unter denen Statistiken suf-
fizient sein kénnen, einzugehen.

Zunédchst muf} eine formale Definition des Begriffes gegeben werden, die es
ermoglicht, fiir eine gegebene Wahrscheinlichkeitsverteilung zu entscheiden,
ob die Schétzung eines ihrer Parameter (oder aller Parameter) suffizient ist
oder nicht. Die folgende Definition ist die iibliche:
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Definition 2.6.3 FEs sei Y = (y1,...,yn) eine gegebene Stichprobe von
Messungen, und T'(y) sei eine Statistik fiir den Parameter 0. T(Y) ist eine
suffiziente Statistik fiir 8, wenn

PY=y|T(Y)=t,0)=PY =y|T(Y) =t) (2.6.100)
gilt.

Erlduterung: Ein gegebener Wert ¢ von T'(Y') kann sich fiir verschiedene
Stichproben ergeben; man denke an einen Mittelwert gy, der den gleichen
Wert fiir ganz verschiedene Stichproben haben kann. Soll also 3 eine suffi-
ziente Statistik fiir den Erwartungswert E(Y') = u sein, so soll die bedingte
Wahrscheinlichkeit einer Stichprobe Y fiir gegebenen y-Wert unabhéngig
von p sein: die ganze Information iiber y ist ja beeits in ¢ enthalten, wenn
g eine suffiziente Statistik fiir p ist.

Beispiel 2.6.5 (Lindgren (1962), p. 191). Es sei y; = 1 mit der Wahrschein-
lichkeit p oder y; = 0 mit der Wahrscheinlichkeit 1 —p, fiiri = 1,...,n, und
essel Y =y + -+ y,. Y ist binomialverteilt. Die Wahrscheinlichkeit fiir
Y = y; kann man in der Form

PY =y)=p"(1—-p)' ¥, y={01}

schreiben. Eine Statistik beziiglich des unbekannten Parameters p ist
n
T(y17 s 7yn) = Zy’bv
i=1

denn dann ist T'(y1, . .., yn) = k, k die Anzahl der "Erfolge”, und k/n als re-
lative Haufigkeit dieser Erfolge kann ja als Schétzung fiir p gewéhlt werden.
Natiirlich gilt

n _
PTncom) =) = ()=
Man kann nun die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass man die Stichprobe

(y1,-..,yn) erhilt, gegeben dass T = k ist, betrachten:

P(Y = (y1,--,yn) NT = k)
P(T = k) '

PY|T =k) =

Ist nun fiir die gefundene Stichprobe ). y; # k,soist Y = (y1,...,yn)NT =
k =0 und damit ist P(Y = (y1,...,yn) NT = k) = 0. Ist aber ). y; =k,
so ist

PY =(y1,...,yn)NT =k) = p*(1 — p)"F,
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denn auf die Reihenfolge der Nullen und Einsen kommt es ja nicht an, und

man erhilt N N
1—p)"~ 1
PY|T=k)= L (k r) = (2.6.101)
(e)p"(1 = p) ()
Die bedingte Wahrscheinlichkeit P(Y'|T = k) ist offenbar unabhéngig vom
Parameter p.

Dies bedeutet, dass die Information iiber den unbekannten Parameter p,
die in der Stichprobe Y enthalten ist, bereits in der Statistik 7' = ), v
enthalten ist. Man kann demnach auch schreiben

P(Y|T = k,p) = P(Y|T = k), (2.6.102)

d.h. kennt man T, so ist keine weitere Information iiber p nétig, um die
Wahrscheinlichkeit von Y, gegeben den Wert von 7', zu berechnen. In die-
sem Sinne ist die Statistik T' hinreichend — d.h. eben suffizient — fiir die
Bestimmung der Wahrscheinlichkeit der Stichprobe Y. (I

Ob eine Statistik suffizient ist, hdngt von der Wahrscheinlichkeitsverteilung
der Messwerte ab. Der folgende Satz chrakterisiert die Verteilungen, die
suffiziente Statistiken zulassen.

Satz 2.6.1 (Fishers Faktorisierungstheorem) Es sei T(Y) eine Statistik fiir
einen Parameter 6 einer Familie f(Y;0) von Verteilungen (f kann diskret
oder stetig sein). Notwendig und hinreichend fir die Suffizienz von T ist
die Bedingung

fY:0)=g(T(Y),0)h(Y), (2.6.103)

d.h. die Verteilung kann in einen von T und 6 abhdngigen Term und in
etnen nur von Y abhdngigen Term faktorisiert werden.

Der Satz soll hier nicht in aller Allgemeinheit bewiesen werden, es geniigt,
ihn zu illustrieren. Dazu werde angenommen, dass Y diskret ist?®. Es sei
Py(Y = y) die Wahrscheinlichkeit, dass die spezielle Stichprobe y gezogen
wird, gegeben der Parameter 6. Py sei faktorisierbar im Sinne von (2.6.103),

so dass
Py(Y =y) = g[T(y), Olh(y). (2.6.104)

Fiir einen speziellen Wert Tj) von T'; also T'(y) = Ty, gilt dann

PT=T) = > RV =y= > gT)0hy)

vy, T (y)=To vy, T (y)=To

= g(To,6) > h(y), (2.6.105)
Vy,T(y):TO

SDamit wird vermieden, auf Fragen der Integrierbarkeit eingehen zu miissen.
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wobei V fiir "fiir alle” steht, d.h. hier, dass iiber alle y summiert werden
soll, fiir die T'(y) = Tp ist. Man betrachtet die bedingte Verteilung von Y,
gegeben T'(y) = To:

P(Y =ynT =Tp) 0, T#T

PY =y)/P(T =Tp), T =T
(2.6.106)
Fiir den Quotienten P(Y =y)/P(T = Tp) findet man
PY =y) _ 9(To, 6) _ 1
P(T=To)  9(T0.0) Xvyre—n "W  Xvyr)—n MY)’

d.h. der Quotient ist unabhiéingig von . Die Faktorisierung (2.6.104) ist also
eine hinreichende Bedingung fiir die Suffizienz.

Nun sei umgekehrt P(Y = y|T(y) = Tp) unabhéngig von #. Dann kann man

PY =ynT =Tp)
P(T =Tp)

P(Y =y[T(y) =To) = = a(y,To)

schreiben, wobei a eine Funktion nur von y und 7y, nicht aber von 6 ist. Es
ist P(Y =y) =P(Y =yNT(y) =Tp), d.h. aber

P(Y =y)=PY =ynT(y) =To) = aly, To) P(T = To).

Der erste Faktor auf der rechten Seite — A(y, Ty) — ist unabhéingig von 6, und
der zweite Faktor hingt ab von y nur iiber die Statistik 7'(y). Also bedeutet
die Unabhéngigkeit der bedingten Wahrscheinlichkeit P(Y = y|T(y) = Tp)
von 6, dass sie als Produkt im Sinne von (2.6.103) angeschrieben werden
kann; diese Faktorisierung ist, da sie von der Unabhéngigkeit von 6 impli-
ziert wird, auch eine notwendige Bedingung. O

Die folgenden allgemeinen Betrachtungen erweisen sich als niitzlich, wenn
man iiberpriifen will, ob ein Testmodell suffiziente Schitzungen fiir die Pa-
rameter des Modells liefert.

Dazu X, = {0,1} sei wieder eine Indikatorvariable: wenn X, = 1, ist das
g-te Item gelost oder beantwortet worden, und wenn X, = 0, dann nicht.
Es ist P(X, = 1|0) = Fy(0), P(Xy =0]6) =1 —1— Fy(#). Die Wahrschein-
lichkeitsverteilung fiir X; kann dann in kompakter Form wie

Xg

P(Xy|0) = Fy*(1 = Fg)' =%, (2.6.107)

also P(Xg4|0) = F4(9) fiir Xy =1, und P(X4|0) =1 — F,(0) fir X, =0. Es
sei ¥ = (X1,...,X,)" ein Antwortvektor. Die Wahrscheinlichkeit, d.h. die
Likelihood, fiir & ist dann fiir einen gegebenen #-Wert, logale Unabhéngig-
keit vorausgesetzt,

P(Z)0) = HP(Xg(e)). (2.6.108)



Nun ist

X
1-F X
P(X,0) = F, (1 —Fg) Xo=F} —— "9 _ _—(1-F)—9%

also
n n FXg
= 0 (X410) = # (2.6.109)

Beispiel 2.6.6 (Logistisches Modell) Es werde speziell das logistische Mo-
dell (2.6.6), also

0 eag(g_bg)
F,(0) = 15 con@b) ag > 0.
angenommen. Es ist
1 Fg(ﬂ) - ag(6—bg) _ 1+ eag(e_bg) — eag(e_bg) _ 1 ‘
1+ eag(e_bg) 1+ eag(a_bg) 1+ eag(e_bg)

Die Gleichung (2.6.109) kann in der Form

n n FXg n Xg
P(gae):1‘[(1—179)1‘[W H1— 1:[<1_ )

g: =

geschrieben werden. Fiir das logistische Modell hat man aber

Fg eag (efbg)

1-F,

(1 + eo‘g(e_bg)) — eag(e_bg)

9

o 1+ eag(e—bg)

n

P(El0) = ﬁ Hexp( g (0 bg>

n n n
= H exp | 0 Z agXy | exp Z aybyX2,6.110)
g=1 g=1 g=1

P(%|0) gentigt offenbar Fishers Faktorisierungstheorem, mit

n

glT'(Y),0] = H(l—Fg) exp HZang , h(Y)=exp Zagngg

g=1 g=1 g=1

wenn man T'(Y) = 370, ag X, setzt. O
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2.6.11 Sensitivitit, Spezifitit, Signalentdeckung

Es werden dichotome Merkmale betrachtet. Eine Diagnose ist eine Form der Si-
gnalentdeckung: Es soll festgestellt werden, ob bei einer Person ein Merkmal M
(das "Signal”) vorhanden ist (M) oder nicht (M_), und gegebenenfalls soll noch
die Ausprigung, in der es vorhanden ist, bestimmt werden. Ein h&ufiges Problem
dabei ist, dass das ”Signal” in ein "Rauschen” eingebettet ist, d.h. in Komponen-
ten, die zufiillig von einer Situation zur néchsten variieren — dies ist das detection
of signals in noise-Problem, demzufolge das Entdecken des "Signals” ein proba-
bilistischer Prozess ist, der den deterministischen Fall als Spezialfall enthélt. Die
Moglichkeit, dass zu beurteilende Merkmale fehlerhaft in Bezug auf Entschei-
dungskriterien beurteilt werden, kann ebenfalls als ein Effekt von "Rauschen” im
kognitiven System des Beurteilers gesehen werden. Zunéchst wird nur der ein-
fache, dichotome Fall betrachtet (vergl. Tabelle 5). Es sei T der Test, mit dem
das Vorhandensein von M gepriift wird, 7'y sei das Ereignis, dass der Test das
Vorhandensein von M signalisiert, T sei das Ereignis, dass der Test das Feh-
len des Merkmals M anzeigt. M. bedeutet, dass in einem vorliegenden Fall das
Merkmal M vorhanden ist, M_ bedeutet, dass es nicht vorhanden ist. Allgemein
ist die (bedingte) Wahrscheinlichkeit eines Testausgangs T unter der Bedingung

M wieder durch
(TN M)

P
P(T = 2.6.111
(TIM) = Z5 5 (26.111)
gegeben, also hat man zB fir T =Ty und M =M, bzw. T =T, M = M_
P(TyNnMy) P(T-NM_)
P T = P Ti ) ==

etc. Weiter ist
P(Ty) = P(T- "N M) U (TN M) = P(Ty N My) + P(T,. N M),

da sich die Ereignisse Ty N M_ und T2 N M_ ja ausschlieflen; U steht dabei
fiir "oder”. Aus (2.6.111) folgt P(T|M)P(M) = P(T' N M) d.h. man erhilt die
"totale Wahrscheinlichkeiten” P(7%) und P(7_) geméf

P(T,) = P(TiMy)P(My)+P(T{|M_)P(M_)  (26.112)
P(T) = P(T_IMy)P(My)+P(T_|[M_)P(M_)  (26.113)

In Tabelle 5 werden die verschiedenen Fille zusammengefasst. Die hier auftreten-
den bedingten und absoluten Wahrscheinlichkeiten (d.h. die P(7%) und P(T-))
konnen aus den Werten der Randverteilungen der Tabelle 5, analog zu denen
der Tabelle (2.7.1), geschétzt werden. Die auf der rechten Seite von (2.6.112) er-
scheinende bedingte Wahrscheinlichkeit P(7% | M) und die auf der rechten Seite
von (2.6.113) erscheinende bedingte Wahrschinlichkeit P(7T_|M_) haben in der
Theorie der Diagnostik besondere Namen erhalten, die zunéchst eingefiihrt wer-
den sollen.
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Tabelle 5: Sensitivitdt und Spezifitdt im dichotomen Fall

M
T | My M_ by
T, a b a+b
T_ c d a+d
¥ |a+c b+d| N

1. Sensitivitét: sie ist die Wahrscheinlichkeit, dass M entdeckt wird, wenn
bei einer Person M auch tatséchlich vorliegt. Demnach ist die Sensitivitét
die bedingte Wahrscheinlichkeit P(T| M ). Zur Abkiirzung wird dafir der
Buchstabe 7 verwendet:

n:= P(T4y| M) (2.6.114)

definiert. Besteht der Test in der Beurteilung durch eine Person A, so wird
fiir T einfach A, geschrieben. In Bezug auf die Tabelle 5 hat man die

Schéitzung
a

a+c

2. Spezifitit: Sie ist die Wahrscheinlichkeit, dass M als nicht vorhanden dia-
gnostiziert wird, wenn M tatséchlich nicht vorhanden ist. Repréasentiert 7
das Ereignis, dass M als nicht vorhanden diagnostiziert wird, so ist also die
Spezifitdt durch die bedingte Wahrscheinlichkeit

= (2.6.115)

9= P(T_|M_) (2.6.116)

definiert. Besteht der Test in der Beurteilung durch eine Person A, so wird
fiir T_ einfach A_ geschrieben. Wieder in Bezug auf die Tabelle 5 hat man

die Schitzung
d

9= b d (2.6.117)

3. Prévalenz: Die Privalenz ist der Anteil, mit dem das Merkmal M iiber-
haupt in der betrachteten Population vorkommt, sie entspricht also der
Wabhrscheinlichkeit P(M); im folgenden wird zur Abkiirzung 6 fiir die
Privalenz geschrieben, also § = P(M). In Bezug auf die Tabelle 5 erhélt
man eine Schitzung

N a-+c
0= . 2.6.11
¥ (2.6.118)

In der neuen Notation hat man also fiir P(7%) und P(T_) wegen P(T_|My) =
L=, P(T{ M) =19

P(Ty) = no+(1—9)(1-0), (2.6.119)
P(T.) = (1—n)0+9(1—0). (2.6.120)
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Predictive Values: Bisher sind nur die Wahrscheinlichkeiten verschiedener Ur-
teile betrachtet worden. Es sind aber noch zwei weitere Wahrscheinlichkeiten
von Interesse: (a) die Wahrscheinlichkeit, dass eine zufillig gewéhlte Person oder
ein zufillig gewidhltes Objekt das Merkmal, das bei ihr oder ihm als vorhanden
getestet wurde, auch tatséchlich hat; man spricht vom positive predictive value
(PPV), P(M4|T4), und (b) die Wahrscheinlichkeit, dass eine zufillig gewihlte
Person oder ein zufillige gewihltes Objekt das Merkmal nicht hat, wenn es ne-
gativ getestet wurde; die der negative predictive value (NPV), P(M_|T-). Man
hat

PPV = POMLIT) = P(TyIMa) )

_ no

= BT (2.6.121)
P(M_)

P(T)

B 9(1 — )

= T Ia D (2.6.122)

NPV =P(M_|T.) = P(T_|M_)

Diese Groflen héingen jeweils von den drei Parametern Sensitivitit n, Spezifitit
¥ und Prévalenz 6 ab, d.h. man hat zwei Gleichungen, aber drei Unbekannte.
Dieser Sachverhalt verweist auf Probleme, die Parameter zu schitzen. Losungen
konnen gefunden werden, wenn mehr als nur zwei Urteiler betrachtet werden;
eine Ubersicht findet man bei Walter & Irvig (1988).

Theorie der Signalentdeckung und die ROC-Analyse: T und M sind bis-
her als dichotome Variable bzw. als Indikatorvariable betrachtet worden. Das mag
in speziellen Fillen auch in dieser Direktheit so gelten: ein Tisch ist entweder rund
(M) oder eckig (M_), und ein Blick auf den Tisch stellt die Rundheit 77} fest
oder nicht (7-). In diagnostischen Situationen, seinen sie nunr psychologischer
oder medizinischer Art, geht es aber im Allgemeinen weniger direkt zu. Das zu
diagnostizierende Merkmal kann bei einem Individuum mehr oder weniger aus-
gepriagt sein, und ebenso kénnen die Symptome mehr oder weniger ausgeprigt
sein. So sei X eine zufillige Variable, die die Auspragung eines Symptoms repré-
sentiere. Es werde angenommen, dass das zu diagnostiziernde Merkmal in einem
bestimmten Minimalausmafl vorhanden sein muf}, damit es als existent betrachtet
wird; diese Auspragung sei M_; in diesem Fall existiert ein Signal, im anderen
Fall nicht. Ist dieses Ausmafl nicht gegeben, so werde M _ kodiert. T' sei eine

Indikatorvariable:
| T., X <z
T(zp) = { T.. X > (2.6.123)

X kann eine diskrete oder stetige Variable sein; hier wird der Kiirze halber nur der
stetige Fall betrachtet. Fiir X sei eine Dichtefunktion f erklart, deren Parameter
von der Auspridgung von M abhéingen. In Anlehnung an die in der signalent-
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Abbildung 12: Gauss-Verteilungen fiir X unter der Bedingung des reinen Rau-
schens (y; = 7.0,0% = 2.0) und des Signals plus Rauschen (g = 12.5,035 = 3.8),
fiir die Werte von zp = 8 und z¢ = 11. 1 - Spezifitdt = p(fA), Sensitivitdt = p(hit).
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Testwert Testwert

deckungstheorie iiblichen Bezeichnungen werde wegen der gréBeren Ubersicht-
lichkeit wegen die folgende Bezeichnung eingefiihrt:

nwenn M = M_, sn(=s+n) wenn M = M. (2.6.124)

n steht hier fiir noise, als Rauschen, und sn fiir signal plus noise, also Rauschen
plus Signal. Die Schreibweise sn fiir M4 und n fiir M_ erweist sich fiir die
folgenden Betrachtungen als iibersichtlicher als die bisherige. Fiir X werden nur
Verteilungen betrachtet, die von zwei Parametern abhéngen: dem Erwartungswert
p = E(X), und der Varianz 0? = Var(X), bzw. der Standardabweichung o;
insbesondere wird die Gauf3-Verteilung und die Log-Normalverteilung betrachtet.
X ist log-normalverteilt, wenn log X GauB-verteilt ist. Es seien pg und o¢ die
Parameter von f, wenn kein Signal vorhanden ist. Dann ist also f(X) = f,(X) =
f(X; po,00). Ist ein Signal vorhanden, so ist f(X) = fon(X) = f(X;us, 0s),
wobei g und og der Erwartungswert und die Streuung von X sind, wenn das
Signal vorhanden ist.

Da T gemif (2.6.123) von zp abhiingt, folgt, dass die Sensitivitat P (7| M)
und die Spezifitdat P(7T_|M_) keine absoluten Grofien sind. In Abhéngigkeit von
xo konnen diese beiden Groflen alle Werte zwischen 0 und 1 annehmen. Der Fall,
dass T' =Ty, wenn M = M_ = n, wird auch als "falscher Alarm” (fA) bezeichnet.
Allgemein gilt

P(T,|sn) + P(T_|sn) = 1, (2.6.125)
P(Ty|n) + P(T_ln) = 1. (2.6.126)
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Abbildung 13: ROC-Kurven (links) und alternative n- und s + n-Verteilungen
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P(T|sn) bezeichnet jetzt also die Sensitivitdt, und P(7_|n) die Spezifitdt. Dann
folgt
P(Ty|n) =1— P(T_|n) = P(fA). (2.6.127)

Wie das Beispiel in Abbildung 12 illustriert, bedeutet ein “kleiner” xo-Wert zwar
einen "groflen” Sensitivitdtswert, aber auch eine "grofle” Wahrscheinlichkeit fiir
einen falschen Alarm. Umgekehrt impliziert ein "grofler xo-Wert eine kleine Wahr-
scheinlichkeit fiir einen falschen Alarm, aber auch eine reduzierte Sensitivitét.

Man kann nun die Sensitivitdtswerte gegen die zugehorigen Wahrscheinlich-
keiten eines falschen Alarms, also gegen 1 - Spezifitét fiir Werte von xg aus dem
Bereich, auf dem x definiert ist, auftragen; es entsteht die Receiver-Operating-
Characteristic oder kurz ROC-Kurve?®. Die ROC-Kurve fillt mit der Diagonalen
zusammen, wenn die Dichten von X fiir den Fall n des reinen Rauschens und
des Falles sn zusammmenfallen; dann ist das Signal gleich Null (sn = n). Das
Signal wird um so besser entdeckt werden, je verschiedener die Dichten von X
fiir den Fall n einerseits und andererseits fiir den Fall sn sind. Dementsprechend
ist ”d-Strich”

e (2.6.128)

VO + o
ein Ma# fiir die Detektierbarkeit des Signals®”. Je gréBer /o2, + o2 relativ zur
Differenz pusn — pn, desto mehr werden sich die Dichten fn und fsn tiberlappen

#Die Signal-Entdeckungstheorie wurde in der Nachrichtentechnik entwickelt; der Receiver
ist der Empfianger des Signals, und es sind die Eigenschaften (operating characteristics) des
Empfingers, die Wahrscheinlichkeit der Signalentdeckung bestimmen.

27q’ wird auch Sensitivitit genannt, aber diese Bezeichung fithrt zu Verwechslungen mit der
durch P(T| M) definierten Sensitivitét.
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und umso kleiner wird die Detektierbarkeit d’ sein, und umgekehrt wird die De-
tektierbarkeit um so groBer sein, desto kleiner /o2, + 02 relativ zur Differenz
der Erwartungswerte ist.

In den Abbildungen (12) und (13) werden Gauf-Verteilungen gezeigt. Gauf-
Verteilungen werden oft als "Normalverteilungen” bezeichnet,

Der Ausdruck "Normalverteilung”® ist oft eher irrefithrend, weshalb hier auch

der Ausdruck "Gauf-Verteilung” verwendet wird; reprisentiert X insbesondere
biologische Groflen, so ist die log-Normalverteilung viel eher der Normalfall. Ist
zum Beisliel klar, dass X keine negativen Werte annehmen kann, so kann die
Annahme der GauB-Verteilung zu Problemen fiihren, wenn der Erwartungswert
klein relativ zur Varianz ist. Die sist zum Beispiel der Fall, wenn X PSA-Werte?’
gemessen werden. Die Erwartungswerte bei gesunden Personen liegen alterabhén-
gig in der Nachbarschaft von 1 oder 2, wihrend die Varianz grofi genug sein muf,
um auch Werte grofler als 4 oder 5 zuzulassen. Die Gau3-Verteilung kann diesen
Fall nicht adiquat abbilden, man miiflite schon die trunkierte Gaufs-Verteilung
betrachten, bei der (in diesem Fall) Werte kleiner als Null die Wahrscheinlich-
keit Null haben. Allerdings wird dann die Verteilung der Messwerte immer noch
inadédquat beschrieben.

In der Signalentdeckungstheorie werden iiblicherweise Gauf3-Verteilungen an-
genommen, aber diese Annahme ist nicht notwendigerweise auch korrekt. In Egan
(1975) wird eine Reihe alternativer Verteilungen diskutiert. Hier soll insbesondere
die Lognormal-Verteilung illustriert werden (die icht in Egan (1975) behandelt
wird). Die zufiillige Verdnderliche X heifit log-normalverteilt, wenn der (natiirli-
che) Logarithmus von X normalverteilt ist3’; fiir die Dichtefunktion von X hat
man dann

e 11)2
f(gj) = x012ﬂ' exp <_ (10g202u) ) ;o x>0

(2.6.129)
0, <0

%8Der Ausdruck 'Normalverteilung’ geht wohl auf den belgischen Astronomen und Statistiker
Lambert Adolphe Jacques Quételet (1796 bis 1874) zuriick, der u.a. viele biometrische Mes-
sungen durchfiithrte und dabei feststellte, dass die Messungen in guter N&herung symmetrisch
und glockenformig verteilt sind; dieser Befund fiihrte zum Ausdruck 'Normalverteilung’. Diese
Verteilung wurde zuerst 1730 von dem franzdsischen Mathematiker Abraham de Moivre (1667
— 1754) als Grenzverteilung der Binomialverteilung fiir den Fall p = 1/2 hergeleitet, und Piere
Simon de Laplace (1749 — 1827) zeigte 1812 die Giiltigkeit dieser Herleitung fiir den allgemeinen
Fall. Carl Friedrich Gauf8 (1777 — 1855) beschiftigte sich um 1795 mit der Methode der Klein-
sten Quadrate (die unabhéngig von Gaufl durch den franzésischen Mathematiker Adrien-Marie
Legendre (1752 — 1833) entwickelt worden war) und in diesem Zusammenhang ebenfalls mit der
spéter nach ihm benannnten Gauf3-Verteilung.

29Prostate-Specific Antigen; PSA-Werte werden u.A. bei Vorsorgeuntersuchungen zur frithzei-
tigen Entdeckung von Prostatakarzinomen erhoben.

30 Als Rechtfertigung fiir die Annahhme der Gau$-Verteilung wird oft der Zentrale Grenzwert-
satz angefithrt, demzufolge die Summme unabhéngiger Groflen mit steigender Zahl der Sum-
manden gegen eine Gauf3-Verteilung strebt. Wird die gemessene Grofle dagegen eher durch ein
Produkt reprisentiert, so ist der Logarithmus der Grofle durch die Summe der Logarithmen der
Faktoren gegeben, auf die dann der Zentrale Grenzwertsatz angewendet werden kann, d.h. der
Logarithmus der gemessenen Grofe ist asymptotisch GauB-verteilt.

91



p ist der Erwartungswert, o ist die Varianz der log 2-Werte. Die Beziehung von
p und o2 zum Erwartungswert E(X) und zur Varianz Var(X) von X ist durch
die Gleichungen

E(X) = etto?/2 (2.6.130)
Var(X) = e¥+o’ (602—1) (2.6.131)

gegeben. Der Maximalwert (Modus) von f wird fiir
Tmax = euioz (26132)

angenommen. Die Frage ist, welcher cut-off-Punkt der gemessenen Variablen ge-
wahlt werden soll, um die Sensitivitit und die Spezifitét zu bestimmen. Dazu geht
man davon aus, dass P(T+|n), P(T4|sn), P(T_|n) und P(7T_|sn) bedingte Wahr-
scheinlichkeiten sind. P(n) und P(sn) sind die a priori-Wahrscheinlichkeiten, wo-
bei natiirlich P(n) = 1 — P(sn), desgleichen P(sn|z), P(n|x), etc. Allgemein gilt
fir X =2

P(snnz)  P(z|sn)P(sn)

P(snjz) = P@) — P(o) (2.6.133)
P(nlz) = ng(r;)x) = P(x]LI&I;(n) (2.6.134)

wobei
P(sn|z) + P(nlz) =1 (2.6.135)

Division der Gleichung (2.6.133) durch die Gleichung (2.6.134) liefert den Odds
Ratio (OR)
P(sn|z) _ P(sn|z) _ P(z|sn) P(sn) (2.6.136)
P(n|z) 1—P(snjz)  P(zjn) P(n)
P(z|sn)/P(z|n) ist der Likelihood-Quotient. Da X als stetige zufillige Veranderli-
che betrachtet wird, kann fiir P(z|sn) auch f(z|sn) = fsn(x) geschrieben werden;

analog dazu P(z|n) = f(z|n) = fn(x), etc.

Es werden die bedingten Wahrscheinlichkeiten P (7 |sn) und P(T%4|n) be-
trachtet:

P(Ty|sn,xg) = f(z|sn)dx (2.6.137)
o
P(Ty|n,z9) = f(zn)dz (2.6.138)
o
Dann ist
dP(T:
AP(Telsn 20) - pitsn) (2.6.139)
dCL‘O
P(T
AP(Teln20) gy (2.6.140)
dl‘o
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Abbildung 14: Lognormalverteilungen; die "Rausch-Verteilung” (kein Signal) ist in
(a) und (b) dieselbe: E(X) = 4.624, 01 = 4.018. Die Rauschen+Signal-Verteilung
in (a) hat den Erwartungswert und die Streuung E;(X) = 9.127, E4(X) = 9.172,
o2 = 9.395 und in (b) E3(X) = 28.574, 03 = 22.037. Die Maxima der Dichten
liegen bei a1 = 1.988, Tmag,2 = 3.087 und pyez,3 = 4.699.
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so dass

dP(Ty[n,z0)  —f(zon)  f(zo/n)
dP(T4|sn, zg)/dP (T4 |n, o) ist die Steigung der Tangente an der ROC-Kurve fiir
x = xp, und wegen (2.6.136) ist diese Steigung gerade gleich dem Likelihood-

Quotienten L(xg) fiir den cut off-Wert xg.

Man kann nach allgemeinen Entscheidungskriterien fragen; diese legen den
Wert von xg fest. Das erste Kriterium ist einfach, die Warhscheinlichkeit einer
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korrekten Entscheidung zu maximieren. C' représentiere eine korrekte Entschei-
dung. Dann gilt
P(C) = P(T4|sn)P(sn)+ P(T-|n)P(n)
= P(T4|sn)P(sn) + (1 — P(T+|n)P(n) (2.6.142)

P(C) kann insbesondere als Funktion der Rate (Wahrscheinlichkeit) des falschen
Alarms (T4 |n) aufgefasst werden. Die Ableitung von P(C) nach P(T|n) ist dann

dP(C) _ dP(Ty|sn) A1 = P(Tiw) o dP(Tyfsn)
dP(T3n)  dP(Tyn) dP(Ty]n) dP (T3 In)

P(sn) + P(sn)+ P(n).
Setzt man diese Ableitung gleich Null, so erhéilt man unter Berticksichtigung von
(2.6.141)

P(n)
P(sn)’
d.h. man entscheidet nach Mafigabe des Quotienten der a-priori-Wahrscheinlichkeiten
P(n) und P(sn). Ist L(z) > P(n)/P(sn), so nimmt man an, dass ein Signal emp-
fangen wurde, anderfalls folgert man, dass kein Signal empfangen wurde. Sind die
a-priori-Wahrscheinlichkeiten bekannt, so maximiert diese Entscheidungsregel die
Wahrscheinlichkeit, eine korrekte Entscheidung zu treffen.

P(sn)L(z9) = P(n) = L(xg) =

(2.6.143)

Eine andere Entscheidungsregel kann angewendet werden, wenn der Nutzen
bzw. die Kosten V — allgemein die pay-offs — der Entscheidung bekannt sind.
Dalfiir betrachte man die folgende Tabelle: Der Erwartungswert des pay-offs V' ist

Tabelle 6: Pay-offs fiir Entscheidungen

Natur
Entscheid. sn n
Ty Vsn+ | Vot
T Ven,— | Vn,—

dann

E(V) = Vsn4P(T4|sn)P(sn) + Vo, P(T4|n)P(n)
+Vn, - P(T_|n)P(n) + Vsn,— P(T-|sn)P(sn) (2.6.144)
Gegeben sei der Wert X = x der Testvariablen. Der Erwartungswert von V' sei
E(V|z,T+), wenn angenommen wird, dass ein Signal vorliegt, und E(V |z, T_),
wenn angenommen wird, dass kein Signal vorliegt. Die Entscheidung soll nach

Mafigabe des grofileren Erwartungswertes, E(V |z, T_) oder E(V|z, Ty ), gefillt
werden. Dann ist

E(V]z,Ty) = Vsn4+P(sn|z)+ Vor, P(n|z) (2.6.145)
E(V|z,T-) = Vn_P(n|z)+ Vsnr_ P(sn|x) (2.6.146)
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Angenommen, man wahlt 7'y , wenn E(V|z, Ty ) > E(V|z,T_), d.h. wenn E(V |z, T4 ) /E(V |z, T-) >
1. Division der ersten Gleichung durch die zweite liefert

E(V]z,T}) _ Ven+P(snja) + Vo Plojz)

E(V|z,T-)  Vn_P(n|z)+ Ven — P(sn|z) ’

und ein Rearrangement der Terme liefert die Entscheidungsregel

P(SH’$> Vn77 - VIl,Jr

Wenn
P(H|[L’) Vsn,+ — ‘/SH,—

, dann T, sonst 7T_ (2.6.147)

Wegen (2.6.136) hat man, mit L(z) = P(z|sn)/P(z|n) der Likelihood-Quotient,
die dquivalente Regel

P(Il) ) Vn’_ — Vnﬁ.

L(x) >
( ) P(sn) Vsn,+ - Vsn,,

, (2.6.148)

ist also fiir gegebenen Testwert der Likelihood-Quotient L(x) grofier als Ausdruck
auf der rechten Seite von (2.6.148), so entscheidet man sich fiir die Annahme, dass
ein Signal vorliegt, andernfalls entscheidet man sich dagegen. Diese Entscheidung
ist optimal, wenn die a priori-Wahrscheinlichkeiten bekannt sind. In der Medizin
kann fiir P(sn) die Inzidenzrate der Erkrankung (”Signal”) angenommen wer-
den, allerdings miissen dann immer noch die pay-offs V' explizit bekannt sein.
Bei bestimmten Erkrankungen kann man aber auf die Differenz Vsn 4 — Van, —
fokussieren: die Kosten Vsp — kénnen immens relativ zu den Kosten Vgn 4 sein,
so dass auch kleine Werte von L(z) eine Entscheidung fiir "Signal” (etwa: Tumor)
nahelegen, — auch wenn die Kosten Vp 4 fiir einen falschen Alarm nicht gering
sind.

Beziehung zur Theorie der statistischen Entscheidungen: Aus der Theorie
der Signifikanztest sind zwei Arten von Fehlern bekannt: der Fehler erster Art
oder a-Fehler — man entscheidet sich fiir die Alternativhypothese H1, obwohl Hy
korrekt ist, und der Fehler zweiter Art oder B-Fehler — man entscheidet sich fiir
Hy, obwohl H; korrekt ist. Ublicherweise wird nach Mafigabe des Wertes einer
zufilligen Verdnderlichen X entschieden: Ist etwa X > xzq, so entscheidet man
fiir Hy, sonst fiir Hy. Bezeichnet man mit 7T, das zufillige Ereignis X > xg, und
mit T das Komplementérereignis X < xg, so ist also

o = P(T,|Hp) (2.6.149)
B = P(T-|Hy) (2.6.150)

1 —p = P(Ty|H,) ist die Power des Tests. Bezeichnet man mit 7'y das zufillige
Ereignis, dass ein Signal registriert wird, und mit 7_ das Komplementérereignis,
das kein Signal registriert wurde, und bezeichnet s die Bedingung, dass tatséch-
lich ein Signal gesendet wurde, wiahrend —s den Fall bezeichnet, dass kein Signal
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gesendet wurde, so hat man die den Gleichungen (2.6.149) und (2.6.150) entspre-
chenden Gleichungen

= P(Ty|-s), ("falsch positiv”)

a
B = P(T_|s), (“falsch negativ”) (2.6.151)

Setzt man Hg bzw —s gleich M_ und H; bzw s gleich M, so ist klar, dass

n = 1—f, (Sensitivitit = Power) (2.6.152)
9 = 1—a«, (Spezifitit) (2.6.153)

die Sensitivitit entspricht also gerade der Power eines Tests und ist damit komple-
mentdr zur Wahrscheinlichkeit eines Fehlers zweiter Art bzw komplementéar zur
Wabhrscheinlichkeit eines ’falsch negativen’ Resultates ist, wihrend die Spezifitét
komplementéar zur Wahrscheinlichkeit eines Fehlers erster Art bzw komplementér
zur Wahrscheinlichkeit eines Falschen Alarms ist.

2.7 Objektivitat und Urteileriibereinstimmung
2.7.1 Urteileriibereinstimmnung

Im Allgemeinen Fall gebe es K Beurteilungskategorien Ci,Cs,...,Cx. Fiir einen
gegebenen "Fall” (Objekt, Person, etc) wihlt der Beurteiler A etwa die Kategorie
Ci, und Beurteiler B die Kategorie C;. Die Gesamthéufigkeit, mit der diese Kom-
bination von Kategorisierungen vorkomme, sei n;;. Diese Haufigkeiten konnen in
einer Kontingenztabelle, die in diesem Zusammenhang auch Ubereinstimmungs-
matriz genannt wird, zusammenfassen:

B

A |G C - Ck >

Cl |ni1 ni2 -+ mog niq

Cy |m21 mno2 -+ Mok noy (2.7.1)

Ck |nK1 ng2 -+ NKK | Ni+

> nt1 nge - ngg [nyg =N
Die Héufigkeiten (n14,n24,...,nk+) sind die Randverteilung fiir den Beurteiler
A, und die Hiufigkeiten (n41,n42,...,n4+x) sind die Randverteilung fiir den

Beurteiler B. Die Randverteilungen sind (im strengen Sinne) homogen, wenn
ngr =nyg firalle k=1,... K.

Man kann die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass der Beurteiler A die Kate-
gorie C; wahlt (A(C;)) unter der Bedingung, dass der Beurteiler B die Kategorie
Cr wéhlt (B(Cg)), allgemein durch den Satz fiir bedingte Wahrscheinlichkeiten
ausdriicken:

P(A(C)IB(Cr)) =

jk=1,...K (2.7.2)



wobei N fiir "und” steht. Analog dazu gilt natiirlich
P(A(Cj) N B(Ck))

P(B(C)|A(C))) = P (2.7.3)
Sofern die Urteiler unabhéngig voneinander urteilen gilt natiirlich
P(A(C;) N B(Cr)) = P(A(C;))P(B(Cr)) (2.7.4)
und man erhilt
P(A(C))|B(Cr)) = P(A(C;)),  P(B(Ck)IA(C;)) = P(B(Ck))- (2.7.5)

Schétzungen fiir diese Wahrscheinlichkeiten lassen sich aus den Randhaufigkeiten
der Kontingenztabelle gewinnen:

P(A(C))) = 25, P(B(Cy) =~ P(AC)NB(C) = 25 (276)

N4 N4 N4
sowie
. s . .
PIAG)IB(C) = %, P(BCIAC)) = = (2.7.7)
k+ N4

Unter der Voraussetzung, dass alle Kategorien bei den Beurteilungen gewéhlt
werden, folgt P(A(C;)) # 0 und P(B(Cy)) # 0 fur alle j, k. Unabhéngigkeit der
Urteiler bedeutet dann aber insbesondere, dass

A A > ik

PA(C; N B(C)) = PIAC)P(BIC) = 5 2.0

++

fiir alle j, k. Es werde nun angenommen, dass die beiden Beurteiler unabhéngig
voneinander urteilen in dem Sinne, dass keiner der beiden Urteiler Informationen
iiber die Urteile des anderen hat. Es ist aber denkbar, dass sie stets exakt nach den
gleichen Kriterien urteilen und die Bewertung der Merkmale hinsichtlich dieser
Kriterien stets identisch ausféllt. Dann folgt

0, j#k
P(A(C;) N B(Cy)) =
1, j=k

Andererseits sollte die Unabhéngigkeit der Beurteiler nach (2.7.4)
P(A(Cj) N B(Cy)) #0 fiir j # k (2.7.8)

implizieren. Der Widerspruch, der sich hier zu ergeben scheint, ist allerdings nur
scheinbar. Denn da die Urteiler nach Voraussetzung exakt dieselben oder doch
perfekt dquivalente Kriterien verwenden kann man das Urteil es einen Beurteilers
auf der Bassis des anderen Urteilers voraussagen und insofern sind die Urteile ab-
héngig voneinander, auch, wenn die Beurteiler nicht miteinander kommunizieren.
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Ubereinstimmung der Urteiler bedeutet also Abhiingigkeit wegen des Gebrauchs
derselben oder #quivalenter Kriterien, wobei eine perfekte Ubereinstimmung im
Sinne von (2.7.8) eher selten zu beobachten sein wird, weil eine perfekte, fehler-
freie Bewertung der Merkmale der Objekte in Bezug auf die Kriterien eher eine
Ausnahme sein wird. Ein gute Urteileriibereinstimmung zeigt sich also, wenn die
n;; grofl sind, wenn also die Masse der Haufigkeiten in der Diagonale der Tabelle
2.7.1 zu finden sind und fiir die meisten der n;, = 0, j # k, gilt.

Urteileriibereinstimmung und Unabhingigkeit der Urteiler: Die meisten
Mafe fiir die Urteileriibereinstimmung héngen in der einen oder anderen Weise
von diesen Parametern ab, d.h. sind Funktionen dieser Parameter. Im Wesentli-
chen wird stets der Anteil {ibereinstimmender Urteile zu dem Anteil, der bei rein
zufilliger Ubereinstimmung zu erwarten ist, in Beziehung gesetzt. In einem GroB-
teil der Literatur zu diesen Maflen wird die Rolle inhomogener Randverteilungen
sowie der Privalenz diskutiert. Eine andere Frage ist die nach der Bedeutung des
Ausdrucks ’zufillige Ubereinstimmung’. Gemeinhin wird angenommen, dass die
Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis A4 N By bei ’zufiilliger Ubereinstimmung’
durch P(Ay N By) = P(A4+)P(B4) gegeben ist und damit durch nygngy /N ab-
geschétzt werden kann, denn die bekannte Formel fiir die bedingte Wahrschein-
lichkeit impliziert

P(A+ N By) = P(A4|B4)P(By) = P(A4)P(By),

wenn P(A4|By) = P(Ay), das Urteil Ay des ersten Urteilers also unabhéngig
vom Urteil By des zweiten ist (dann ist auch das Urteil des zweiten unabhéingig
vom Urteil des ersten). Andererseits wird man bei einer Untersuchung zur Ur-
teileriibereinstimmung geradezu fordern, dass A und B unabhéngig voneinander
diagnostizieren. Wiirden sie es nicht tun, wiite man nicht, ob ihre Ubereinstim-
mung ein Resultat dieser Abhéngigkeit ist, die etwa in einer Diskussion eines
Falles vor der jeweiligen Diagnose bestehen kénnte, oder ob sie ein Resultat &hn-
licher Interpretation der Symptome ist, die auch ohne jede Diskussion vor der
Diagnose stattfindet. Hier wird argumentiert werden, dass die Unabhéngigkeit
der Urteiler bedingte Unabhdngigkeit der Urteiler bedeutet:

P(AL N B4|Cy) = P(A4 M4 ) P(By|My) (2.7.9)
(und analog dazu fiir alle anderen Konjunktionen) definiert ist. O

Priavalenz und Bias: Die Priavalenz P(M.) ist zunéchst eine objektive Gro-
Be. Allerdings muf} sie den Urteilern nicht bekannt sein, und zwei verschiedene
Beurteiler A und B koénnen implizit verschiedene Annahmen {iber den Wert von
P (M) machen. Byrt, Bishop & Carlin (1993) haben dazu den Begriff des Bias
eingefiihrt: der bestiinde im Falle verschiedener Annahmen iiber die Privalenz;
denn er impliziere inhomogene Randverteilungen (P4, P4—) und (P4, Pp_).
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Der Bias konne durch einen Bias-Index ausgedriickt werden:

a+b atc a-—c

Bl =
N N N 7’

(2.7.10)

N die Gesamtzahl der Félle. Byrt et al.s Argument basiert allerdings nicht auf
einer ausfiihrlichen Diskussion der Urteilsmechanismen sondern scheint auf der
Annahme zu basieren, dass die als subjektiv angenommenen 6-Werte der beiden
Diagnostiker direkt aus der Tabelle abgelesen werden koénnen. Es wird im Fol-
genden argumentiert werden, dass die moglicherweise existierenden subjektiven
Annahmen iiber die Privalenz alle in den Sensitivitits- und Spezifititsparame-
tern absorbiert sind, so dass der Bias-Begriff von Byrt et al. nicht weiter diskutiert
zu werden braucht; diese Diskussion klart gleichzeitig die Begriffe der Sensitivitét
und Spezifitat.

Zum Byrt et al.’schen Bias-Begriff Mafle, die das Ausmaf3 an Urteileriiber-
einstimmung reflektieren sollen, gehen im Allgemeinen vom Anteil gemeinsamer
positiver und negativer Beurteilungen aus und unterscheiden sich im Wesentli-
chen nur in der Art, in der der Anteil zufilliger Ubereinstimmung herausgerech-
net wird. Wie bei einem Diagnostiker ein positives oder negatives Urteil zustande
kommt wird in den Gleichungen (2.6.119) und (2.6.120) angegeben. Formal sind
T und T_ zufillige Ereignisse — was manche Diagnostiker oder Diagnostikerin-
nen nicht gerne horen werden —, und die Gleichungen lassen auch den Spezialfall
n = ¢ = 1 zu, also perfekte Sensitivitat und Spezifitit. Dieser Fall ist der wichtige
Spezialfall des sogenannten Goldstandards. Dies sind Diagnosen, deren Korrekt-
heit nicht angezweifelt wird — in der Medizin sind dies hdufig Diagnosen anhand
eines histologischen Befundes. Auch histologische Befunde kénnen fehlerbehaftet
sein, aber man vernachléssigt die Moglichkeit von Fehlern, weil man keine bessere
Diagnose hat. In diesem Fall ist P(T) = 6, P(T_) = 1 — 6, d.h. die Wahrschein-
lichkeit eines "positiven” Urteils 7. ist durch die Wahrscheinlichkeit, iiberhaupt
auf eine Person zu treffen, die das Merkmal M hat gegeben.

Die Gleichung (2.6.119) liefert die Basis fiir eine Diskussion des Effekts un-
terschiedlicher Randverteilungen und anderer Aspekte der Tabelle auf den Wert
der Ubereinstimmungsmafe. In Bezug auf Byrt et al.s Bias-Begriff stellt sich die
Frage, welche der Groen in (2.6.119) subjektiv sind. Die Sensitivitéit 7 und die
Spezifitidt ¥ sind Parameter, die den oder die jeweilige(n) Diagnostiker(in) cha-
rakterisieren; sie sind Mafle, die die Genauigkeit der Wahrnehmung und/oder die
Kenntnis {iber die Moglichkeiten bzw Symptome, mit denen M signalisiert wird
abbilden, — insofern représentieren sie subjektive Aspekte des Urteilsprozesses.
Die néchste Frage ist, ob die Privalenz § = P(M..) als objektive oder, wie von
Byrt et al. postuliert, als subjektive Grofie gedeutet werden muf.

Die Héufigkeiten in der Tabelle (2.7.1) enthalten typischerweise die Reaktio-
nen der Diagnostiker D auf zu beurteilenden Personen, wie sie eben dem Beurtei-
lungsprozess zugefiihrt werden: Die Auswahl dieser Personen gleicht formal dem
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zufilligen Ziehen von Kugeln aus einer Urne, wobei die Kugeln entweder M-
oder M _-Kugeln sind. Die Wahrscheinlichkeit, eine Kugel mit M, zu ziehen,
entspricht (bei guter Durchmischung der Kugeln) dem Anteil der Kugeln in der
Urne, die mit My gekennzeichnet sind. Dies bedeutet, dass § = P(M) eine
objektive Grofle ist. Die Frage ist nur, ob die Situation, in der diagnostiziert
wird, dem Ziehen aus einer Urne entspricht, deren Zusammensetzung aus M-
und M_-Fillen dem der Population entspricht. Soll in einer schulpsychologischen
Praxis gepriift werden, ob ein Schiiler unter ADHS?! leidet, so kommt der Schiiler
im Allgemeinen aus einer Teilpopulation irgendwie auffilliger Schiiler, in der der
Anteil ADHS-Kranker hoher ist als in der Gesamtpopulation, und méglicherwei-
se ist deshalb der 6-Wert, den die Schulpsychologin ihrer Diagnose zugrundelegt,
hoher als der der Gesamtpopulation. Analog ist die Situation in einer Arztpraxis,
wo der Anteil der Patienten der Praxis, die etwa an Krebs leiden, hoher ist als
in der Gesamtpopulation. Der Arzt muf sich entscheiden, welchen Anteil er zu-
grunde legen soll, den Anteil der an Krebs Erkrankten in der Gesamtpopulation
oder in der Teilpopulation derjenigen, die iiberhaupt an einer gesundheitlichen
Storung leiden. Moglicherweise kommt auf diese Weise 6 als subjektive Grofie in
die Diagnose.

Subjektive Einschéitzungen von 6 kénnen allerdings unabhéngig von der Fra-
ge der Teilpopulationen in den Sensitivitdten und Spezifitédten versteckt sein. Es
werde die Sensitivitit n = P(T|M) betrachtet. Dieser Parameter soll aus-
driicken, wie ein Test — also D — reagiert, wenn eine Person mit dem Merkmal
M beziiglich M zu diagnostizieren ist, ohne dass der Diagnostiker weif3, dass
der Fall M, vorliegt. Alles, was D fiir einen gegebenen Fall zur Verfiigung hat,
sind Symptome S. Die Wahrscheinlichkeit, dass D fiir diesen Fall M diagnosti-
ziert, ist P(M4]S). Sind die Symptome abzihlbar, so kann insbesondere Sy ,oder
Sy oder S3 etc vorliegen und man hat, S; NS, = () vorausgesetzt,

p(Te M) =D P(M|S;)P(S;IM).
J

Kann man annehmen, dass ein Komplex von Symptomen durch einen Vektor x =
(1,...,xy,)" beschrieben werden kann, erhiilt man einen allgemeinen Ausdruck
fiir die Sensitivitat:

0= P(T4|Ms) = /XP(M+\x)p(x|M+)dx (2.7.11)

Hier ist P(x| M) eine objektive Grofle insofern, als die Verteilung der Symptome
nur von M und nicht von einem Diagnostiker abhéngt.

Beispiel 2.7.1 P(M.|x) kann subjektive Gréflen enthalten. Denn formal ist

P(M.|x) = Ps(x\M+)Jw — Py(Myx). (2.7.12)

3L ADHS = Aufmerksamkeitsdefizit-/Hyperaktivititsstorung
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Die Wahrscheinlichkeiten auf der rechten Seite sind mit s fiir ’subjektiv’ indiziert,
denn sie reflektieren die Annahmen von D beziiglich des Auftretens von M und
der Symptome x, und damit ist P(M|x) selbst eine subjektive Grofie. O

Ausdriicke wie (2.7.12) legen nahe, dass D sich bei ihrem Urteilsprozess nach
Bayes’ Theorem richtet, was nicht sein mu8. Jedenfalls ist Ps(x) eine subjektive
Schitzung von P(My), die zur Abkiirzung mit 6° bezeichnet werden soll. Es
zeigt sich aber, dass die implizite Annahme, dass D bayesianisch urteilt, nicht
wesentlich ist. Dazu wende man den Satz der totalen Wahrscheinlichkeit auf Ps(x)

' Py(x) = Py(x|M)0° + Py(x|M_)(1 — 6°).

Substituiert man diesen Ausdruck in (2.7.12) und dividiert man Z#hler und Nen-
ner der rechten Seite von (2.7.12) durch Ps(x|M)Ps(M4.), so erhilt man

1
P(M|x) = =1 (2.7.13)

mit P 95
A= A(x) = — LML) (2.7.14)

- Pi(x|MO)(1 - 69)

Der natiirliche Logarithmus (d.h. der zur Basis e¢) von A~! ist y = log, A"} =
—log, A = —log A — der Index e kann zur Vereinfachung weggelassen werden.
Durch Exponierung kann die Logarithmierung wieder riickgéingig gemacht wer-
den: e¥ = e~ 198* = \=1. Auf diese Weise erhilt man erhilt man fiir (2.7.13)

1

P(M"v"x) = 1 +6_1og)\(x)

(2.7.15)

Wahlt man die multivariate Normalverteilung fiir x,

1 _
) = Coxp (g x == -
C eine Normierungskonstante und p ein Mittelwertsvektor, so ist

log A = (x — )71 (x — ) — (x — p)'E2H (x — ),

wobei p der Mittelwertsvektor fiir x ist, wenn M vorliegt, und g_ der entspre-
chende Mittelwertsvektor ist, wenn M_ vorliegt. ¥ und ¥_ sind die Varianz-
Kovarianz-Matrizen unter den Bedingungen M bzw. M_. Fiir ¥, = X_ liefert
(2.7.15) dann eine logistische Regression, die linear in den Komponenten von
x ist, und fiir ¥, # Y¥_ héngt die logistische Regression quadratisch von den
Komponenten von x ab. Den linearen Fall erhélt man ebenfalls, wenn man an-
nimmt, dass x = = nur eine einzige Komponente hat, die x logistisch verteilt ist.
Dieser Fall ist mit dem Fall ¥, = ¥_ vergleichbar, weil x nun linear eingeht;
welches Modell tatsédchlich vorliegt, kann aus den geschétzten Parametern nicht
erschlossen werden.
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Natiirlich ist eine Vielzahl anderer Modelle denkbar, vergl. Uebersax (1987).
Welches Modell man auch immer man betrachten mochte, stets gilt, dass alle sub-
jektiven Aspekte in der Sensitivitdt und Spezifitdt enthalten sind. Inhomogene
Randverteilungen entstehen u. A. durch unterschiedliche Sensitivitdten und Spe-
zifitdten, die auch durch verschiedene subjektive Annahmen {iber die Privalenz
zustande kommen konnen, — aber diese subjektiven #°-Werte kénnen nicht direkt
aus den Randverteilungen errechnet werden.

Urteileriibereinstimmung A und B seien zwei Diagnostiker oder (Be-)Urteiler.
Ihre Diagnosen oder Urteile werden gut iibereinstimmen, wenn ihre Sensitivitdten
N4, np und ihre Spezifitdten 94, 95 hoch sind. Haben diese Parameter kleine
Werte oder sind sie unterschiedlich, wird die Ubereinstimmung weniger gut sein,
weil bei zumindest einem der beiden Diagnostiker mit groerer Wahrscheinlichkeit
geraten oder vielleicht auch systematisch fehlbeurteilt wird. Die Frage ist nun, ob
ein sinnvolles Ma# fiir die Ubereinstimmung gefunden werden kann.

Ein Ubereinstimmungsma$ wird von den Hiufigkeiten a und d abhingen, da
die Diagnostiker mit diesen H&aufigkeiten die gleichen Urteile abgeben. Aber es
ist moglich, dass in einigen Féllen die Ubereinstimmung nur zufillig ist, weil
bei zumindest einem der Urteiler die Diagnose eben nur zufiillig mit der des
anderen Diagnostikers {ibereinstimmt. Man wird deshalb versuchen, die zufélligen
Ubereinstimmungen wieder herauszurechnen, und das bedeutet, dass man den
Anteil der zufilligen Ubereinstimmungen bestimmen muf. Man kann nun zwei
Falle betrachten:

1. Einer der beiden Urteiler, etwa A, liefert Urteile, die als Goldstandard gel-
ten: Dieser wird durch Urteile definiert, die als "wahr” akzeptiert werden,
wahrend die Diagnosen von B etwa auf der Basis einer Methode gefillt
werden, die weniger aufwiandig oder billiger ist als die Methoden, die den
Goldstandard erzeugen. Man will die Diagnosen von B nur akzpetieren,
wenn die Diagnosen auf dieser Basis moglichst perfekt mit denen des Gold-
standards iibereinstimmen. In diesem Fall kénnen die Sensitivititen und
die Sperzifititen aus den Haufigkeiten der Tabelle 77 geschétzt werden, was
zu einer deutlicheren Interpretation eines UbereinstimmungsmaBes fiihrt.

2. Keiner der beiden Urteiler liefert Urteile, die als Goldstandard gewertet
werden konnen. Dies ist ein in der Psychologie haufig auftretender Fall. Der
Fall eines existierenden Goldstandards ist in diesem allgemeinen Fall als
Spezialfall enthalten (denn auch Pathologen kénnen irren).

Man kann auf die Idee kommen, dass die iibliche x2-Statistik ein Ma8 fiir die
Urteileriibereinstimmung sei: je besser die Ubereinstimmung, desto gréfer wird
der x2-Wert sein, etwa, wenn b = d = 0 ist, zudem hiitte man auch eine infe-
renzstatistische Moglichkeit, die "reine” Zufilligkeit der Ubereinstimmungen zu
testen. Der y?-Wert signalisiert allerdings nur, ob es systematische Abweichun-
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gen von den bei rein zufilligem Ubereinstimmungen zu erwartenden Hiufigkeiten
gibt, — und diese systematischen Ubereinstimmungen miissen nicht korrekte Ur-
teile reprasentieren, sondern kénnen auch auf systematische Fehlbeurteilungen
hinweisen. Deswegen wird das x? im Allgemeinen nicht als Ma8 fiir die Urteiler-
iibereinstimmung verwendet.

Wie oben bereits angemerkt, reprisentieren die Haufigkeiten a und d die Uber-
einstimmungen der Diagnostiker. Allgemein sei der Anteil der iibereinstimmenden
Urteile durch Py gegeben: fiir K Klassen ist dann

K
Po=>_ D, (2.7.16)
pt

wobei ppi die Wahrscheinlichkeit bzw. relative Hiufigkeit ist, mit der sowohl der
Urteiler A als der Urteiler B die Klasse Ci, fiir den zu beurteilenden Fall gewéhlt
haben. In Bezug auf die Tabelle 5 ist einfach

a d a+d

= = -_— = . ..1
Py=Py  +P NtN =N (2.7.17)

Py ist dann auch der Ausgangspunkt fiir die giingigen Ubereinstimmungsmafe.
Die Unterschiede zwischen den Maflen ergeben sich durch die Art und Weise, in
der die zufélligen Ubereinstimmungen bestimmt werden. Die Mafie werden im
folgenden kurz vorgestellt: es sind

1. Das S-Maf} von Bennet, Alpert und Goldstein (1954)
2. Das m-Maf} von Scott (1955)

3. Das k-(Kappa)-MaB con Cohen (1960).

Die Kritik an den Maflien S und 7 hat Cohen zu seinem Mafl x gefiihrt, das zu
den nahezu standardmifig berechneten Maflen geworden ist. Dieses Mafl wird
hier deswegen ausfiihrlich diskutiert werden. .

2.7.2 Die Mafle von Bennet et al., Scott, und Cohen

Das S-Maf}: Das erste Mafl scheint von Bennet, Alpert und Goldstein (1954)
vorgeschlagen worden zu sein. Es sei allgemein K die Anzahl der Antwortkate-
gorien (im Falle von Tabelle 7?7 ist K = 2), und Py sei wie in (2.7.16) definiert.
Dann definieren Bennet et al.

K 1
§=—s <P0 - K) (2.7.18)

als Ma$ fiir die Ubereinstimmung.
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Bennet et al.’s Annahmen gehen auf ein Modell von Guttman (1946) zurtick,
in dem die Reliabilitét eines (Test-)Items fiir eine Person definiert wird. Guttman
definiert als modale Wahrscheinlichkeit (modal probability) die maximale Wahr-
scheinlichkeit, mit der eine Person in eine bestimmte Kategorie "sortiert” wird,
und ist diese fiir alle Kategorien gleich grof, so ist die modale Wahrscheinlichkeit
durch 1 / K gegeben. Die Reliabilitét fiir diese Person wird dann von Guttman als
R, = £~ (P, — %) definiert, mit 1/K < P; < 1, und P; ist die modale Wahr-
scheinlichkeit fiir die i-te Person. Offenbar ist die GréBe S in (2.7.18) in direkter
Analogie zu R; definiert worden.

Im Falle "reiner Zufélligkeit” hat man

K
MhtNtk 1 Z N4 Ny ko
Tkt Ntk ) = —

N N Pt

gk =

Nimmt man weiter an, dass jeder Beurteiler eine der Kategorien mit der Wahr-
scheinlichkeit 1/K — als "rein zufillig” — wihlt, so ist die erwartete Randhéufigkeit
fiir die k-te Kategorie

1

E(nir) = E(ngy) = NE =

==

und man erhalt

K
1 Neg4+N4k NN 1 1
E ( ) = LY
E(fi) ; N'KEN K
wobei von E(ngynix) = E(ngy )E(nyr) wegen der Unabhéingigkeitsannahme Ge-
brauch gemacht wurde. Also gilt bei rein zufilliger Ubereinstimmung Py = 1/ K,
so dass dann S = 0. Sind andererseits n;; = 0 fiir alle i # j (n11 = a, n12 = b etc
in Tabelle ?7?), so folgt Py = 1 und

K 1 K K-1
S:K—1<1_K):K—1K:1’

so dass 0 < S < 1. Bennet et al.s Mafl S ist, fiir fixen Wert von Py, nicht
unabhingig von der Anzahl K der Kategorien; Abbildung 15 veranschaulicht
diesen Sachverhalt. Eine weitere offene Frage ist, wie die {iblicherweise geforderte
Unabhéngigkeit der Urteiler denn in Py untergebracht werden kann, ohne dass die
Gleichung nigr, = (ng+n4x)/N mit dieser Unabhéngigkeit verbunden wird. Diese
Fragen fithrten Scott (1955) zu seinem Maf 7.

Scotts (1955) Maf3 7: Scott (1955) nahm die Abhéngigkeit des Mafles .S von
der Anzahl K der Kategorien zum Anlaf}, ein alternatives Mafl m vorzuschlagen:
. PO — Pe
- 1-P
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Abbildung 15: Bennet et al.s Maf3 S; Abhéngigkeit von der Anzahl der Kategorien
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Hierin ist wieder Py = ), ngi/N wieder der Anteil identischer Urteile, und P,
ist der erwartete Anteil identischer Urteile, die "rein zuféllig” zustande kommen.

Scott definiert
K

K
P=Ypi~Y % (2.7.20)
k=1 k=1

wobei das ~-Zeichen hier benutzt wurde, um anzuzeigen, dass n,x/N ~ p; und
ng+ /N = pg. Dieser Ausdruck legt nahe, dass Scott implizit die Annahme gleicher
Randverteilungen ("Homogenitét der Randverteilungen”) machte, also 4y ~ ngy
fir £ = 1,..., K postulierte; Gwet (2002) ist allerdings der Ansicht, dass diese
Annahme, die Scott ja nicht explizit machte, Scott nicht unterstellt werden diirfe.
Die Diskussion der Gwetschen Interpretation ist allerdings ein wenig akademisch
und soll hier deswegen nicht weiter verfolgt werden.

(2.7.20) entspricht der Wahrscheinlichkeit, dass beide Urteiler unabhéngig
voneinander die gleiche Kategorie wihlen. Fiir Py # P. konnte man folgern,
dass die beiden Urteiler gelegentlich nicht unabhéngig voneinander urteilen. An-
dererseits wird man natiirlich fordern, dass die beiden Urteiler stets unabhéngig
voneinander disgnostizieren: wiirde man erlauben, dass es zu Absprachen zwi-
schen den Diagnostikern kommt oder einer der beiden sich nach dem richtet, was
der andere sagt, so wiirde die Unterscheidung von Py und P, von vornherein
sinnlos; iiberhaupt wiirde die Berechung eines Mafles fiir die Ubereinstimmung
iiberfliissig. Was hier mit Unabhéingigkeit gemeint ist, mufl genauer als beding-
te Unabhdngigkeit spezifiziert werden, die auch in den Fillen gegeben ist, wenn
beide Urteiler zu einem gleichen Urteil kommen, ohne dass sich die Hiufigkeit
dieser iibereinstimmenden Urteile geméfl (2.7.20) aus den Randsummen errech-
nen lieBe. In Abschnitt 2.7.3 wird die Unterscheidung zwischen ’Unabhéngigkeit’
und ’bedingter Unabhéngigkeit’ explizit gemacht. Die Subtraktion von P, wird
of als ”chance correction” interpretiert, als wiirden durch die Subtraktion von
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P, die zufillig korrekten Urteile eliminiert. Das ist nicht der Fall, worauf in den
Bemerkungen Zur Rolle von P, auf Seite 112 eingegangen wird.

Wichtig ist zunéchst, dass sich das Mafl 7 als, von K, der Anzahl der Katego-
rien, unabhéngig erweist. Eine Kritik an Scotts m ergibt sich gleichwohl; sie kann
aber in Zusammenhang mit der Variante, die diesem Mafl von Cohen (1960) gege-
ben wurde, diskutiert werden. Es mufl wieder angemerkt werden, dass der Begriff
der Unabhéngigkeit der Urteiler nicht explizit diskutiert wird.

Cohens Kappa « (Kappa) (Cohen (1968)) ist ein Maf, dass mittlerweile nahe-
zu standardmiBig berechnet wird.??> Cohens & gleicht auf den ersten Blick dem
Scottschen 7, aber Cohen kritisiert die Scottsche (implizite) Annahme gleicher
Randverteilungen, so dass er ein anderes Ma$ fiir die Zufiilligkeit der Uberein-
stimmung vorschligt. Es seien

K
P.=" papsr, (2.7.21)
k=1
wobei die - -
- +
N — ~— k=1....K
PAEk N ) PBEk N b ) ;

die Randverteilungen fiir Beurteiler A bzw. B sind (die Unterscheidung zwischen
‘unabhéngig’ und ’bedingt unabhéngig’ ist hier wieder relevant, vergl. Abschnitt
2.7.3). Weiter sei wieder

K
Nk
Py = —
0 Z N
k=1
Dann soll P p
0 1L¢
= —, 2.7.22
K 1P (2.7.22)

ein Ma#f fiir die Urteileriibereinstimmung sein.

Eine Verallgemeinerung von Cohen’s « fiir mehr als zwei Urteiler ist von Fleiss
(1971) vorgeschlagen worden.

Offenbar wird Py maximal, ndmlich Py = N/N = 1, wenn die Beurteiler
perfekt iibereinstimmen, denn dann sind alle n;; = 0 fiir 7 # j. Dann folgt
Py =1, damit Py — P, =1 — P, und also xk = 1. Umgekehrt werde angenommen,
dass die Beurteiler rein zufillig sortieren. Dann gilt 7ig, = ngynyr/N und es folgt
Py=F, dh k=0.

k kann negative Werte annehmen. Dazu mufl Py < P, gelten. Im Extrem
ist Py = 0 so dass bei einem dichtomen Merkmal die beiden Beurteiler stets

32); = griechisch Kappa. Der Buchstabe  wird in diesem Text in erster Linie fiir [temparameter

(Schwierigkeit) benutzt. Cohen’s & ist allerdings ein eingefiihrter Begriff. Es wird im jeweiligen
Kontext klar sein, was mit x gemeint ist.
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entgegengesetzt urteilen und der Spezialfall n;; = ngos = 0 eintritt; dann folgt
Po = 1/2 und damit

/2

1-1/2

—1.

Gewichteter Kappa-Koeffizient Auf den ersten Blick erscheint x ein verniinf-
tiges Maf fiir die Ubereinstimmung zu sein. Allerdings wird Nichtiibereinstim-
mung iiber die Zufalligkeit der Sortierungen definiert, und dementsprechend die
spezielle der Art Divergenz der Einschétzungen nicht in das k-Maf ein. Diese
Eigenschaft ist von Nachteil spitestens dann, wenn die Kategorien A, B, etc eine
Rangordnung reprasentieren. Die Klassifikation in unmittelbar benachbarte Ka-
tegorien wird somit genau so bewertet wie eine Klassifikation in weit auseinander
liegende Kategorien. x unterschiitzt dann die tatsichliche Ubereinstimmung. Es
liegt nahe, die Definition von s zu modifizieren, indem man ein Gewichtung fiir
die Kategorien einfiihrt. Zunéchst sei angemerkt, dass k sich in der Form

_ Zi;éj ni; /N 1 NZi;éj Nij
L —pe Zi;éj nipnji /N2 Zi;ﬁj N Tyt

(2.7.23)
schreiben 1&8t. Die n;; und n;4n;4 lassen sich nun mit Gewichten w;; versehen,
dass ein modifizierter k-Wert k,,

N 3 iy wijni

Zi;éj WijNi+Mj+

(2.7.24)

Ky =1-—

entsteht. Bei ranggeordneten Kategorien und unter der Annahme gleichabstén-
diger Kategoriengrenzen werden die Gewichte durch

wij = (i — 7)* (2.7.25)

definiert. Je grofier also der Abstand |i — j| der Kategorien K; und Kj, desto
grofer wird w;;, — die Gewichte wachsen sogar quadratisch mit dem Abstand der
Kategorien.

Varianz von k Wie jede Statistik ist der Wert von « von der Stichprobe ab-
héngig. So ergibt sich die Frage, von welchem Wert an « signifikant von Null
verschieden ist. Dazu mufl man die Verteilung von « unter Hy : £ = 0 kennen.
Everitt (1968) hat die Momente dieser Verteilung angegeben?3. Fleiss, Cohen und
Everitt (1969) haben aber Abschétzungen fiir den Standardfehler von « fiir grofie
Stichproben angegeben, die sehr genau der exakten Abschéitzung durch Everitt
(1968) entspricht:

o P(1+P) =S P Pop(Pey + Piy)
62 = : (2.7.26)
n(l— P.)?

33Der Artikel ist gegenwiirtig nicht verfiighar, deswegen hier keine weiteren Angaben.
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Nimmt man an, dass

R
;n ~ N(Ov 1)a

so kann man Hj in Bezug auf diese Annahme testen. Wie Banerjee et al. (1999)

zu Recht anmerken, ist die Frage nach der Signifikanz aber im Allgemeinen von

geringem Interesse, wenn die Beurteiler trainierte Experten sind und sie deshalb

sowieso “signifikant” iibereinstimmen.

Bewertung eines x-Wertes Die Frage ist mehr, ob die Ubereinstimmung ”gut”

oder "schlecht” ist. Landis und Koch (1977) haben diese Frage diskutiert und
schlagen die folgende Klassifikation von k-Werten vor: Die Autoren merken dazu

Tabelle 7: Landis & Koch (1977) Klassifikation von x-Werten

K Stéarke der
Ubereinstimmung
< .00 poor
.00 — .20 slight
21 - .40  fair

41 — .60 moderate
.61 — .80 substantial
.81 — 1.00 almost perfect

an, dass diese Klassifikation ’clearly arbitrary’ seien und nur eine ’benchmark’
darstellen. Aber sie ist fiir Praktiker anscheinend zu einer nicht weiter hinterfrag-
ten Einteilung und Interpretationshilfe geworden (im Wikipdia-Eintrag 'Cohens
Kappa’ (http://de.wikipedia.org/wiki/Cohens-Kappa) wird diese Einteilung nur
vorgestellt ohne den Zusatz von Landis und Koch iiber die Beliebigkeit zu erwéh-
nen. Man sollte also zuriickhaltend mit dem Gebrauch dieser Kategorien sein,
zumal Cohens k durchaus kritisiert werden kann, wie im Folgenden noch ver-
deutlicht werden wird. Dazu wird zunéchst eine etwas grundsétzliche Herleitung
von Cohens k vorgestellt, in die insbesondere auch die Frage nach der Unabhén-
gigkeit der Urteiler explizit behandelt wird.

2.7.3 Herleitung von Cohens x: K =2

Kein Goldstandard Es wird zunéchst der Fall zweier Urteiler betrachtet, von
denen keiner den Goldstandard liefert. Mit A, und By werden die "positiven”
Urteile von A und B bezeichnet, wobei positiv bedeutet, dass von A bzw. B das
bei einem "Fall” (einer Person) Vorhandensein des Merkmals M diagnostiziert
wurde. Mit A_ und B_ werden die "negativen” Urteile von A bzw. B bezeichnet,
d.h. die Diagnose, dass M nicht vorhanden ist. Dann
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1. na = P(A4{|My), np = P(B4+| M) seien die Sensitivititen von A bzw. B.

2. ¥4 = P(A_IM_) und ¥p = P(B_|M_) seinen die Spezifititen von A und
B.

Diese Charakterisierungen entsprechen den Definition 1 und 2 auf Seite 87, wo
auch die Préavalenz 6 eingefithrt worden ist.

Die Wahrscheinlichkeiten fiir A und By definieren die Randverteilungen und
ergeben sich aus dem Satz der totalen Wahrscheinlichkeit (vergl. (2.6.119), Seite
87) als

P(Ay) = nab+(1—94)(1—0) (2.7.27)

P(By) = nf+(1—9p)(1—10). (2.7.28)
Wegen P(Ay) + P(A_) = P(By) + P(B-) = 1 erhélt man sofort P(A_) =
1 —P(A4) und P(B_) = 1— P(B4). Natiirlich sind auch die Randverteilungen
(P(Ay),P(A_)=1—-P(A})) und (P(B4+),P(B-) =1— P(B4)) wegen (2.7.27
) und (2.7.28) Funktionen der Parameter 74, ...,Jp.

Essei Cy = AL N By, C_ = A_ N B_. Gesucht ist nun ein Ausdruck fiir
Py=P(C})+ P(C-). (2.7.29)
Nach dem Satz der totalen Wahrscheinlichkeit gilt

P(Cy) = P(CyM4)0+ P(CLIM_)(1—0). (2.7.30)

P(C.) = P(C_IM4)0+ P(C_IM_)(1—-0) (2.7.31)
Wie in Abschnitt 2.6.11 bereits angedeutet mufl man annehmen, dass die beiden
Urteiler bedingt unabhéingig voneinander urteilen:

Annahme: Bedingte Unabhingigkeit

P(CiMy) = P(ALIM4)P(B4+|My) = nans (2.7.32)
P(C2IM_) = P(A{IMO)P(B4IM_) = (1 —0)(1 - dp) (2.7.33)
und
P(C_IMy) = P(A_IML)P(B_IMy) = (1 —na)(1—ng) (2.7.34)
P(C_IM_) = P(A_IM_)P(B_|M_) = 949p. (2.7.35)
so dass
P(Cy) = nanpl+ (1 —94)(1—3p)(1-0) (2.7.36)
P(C2) = (1—=na)(1—nB)0+9495(1—0). (2.7.37)

Mit Py = P(Cy) + P(C-) und P, definiert wie in (2.7.21) (Seite 106) mit K = 2
ist

is PP,
1-PF,

K(nasnB,9a,9p,0) = (2.7.38)
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nun als Funktion der Sensitivititen, der Spezifitdten und der Privalenz explizit
definiert. Der Wert von Py ist empirisch durch (2.7.16), Seite 103 gegeben, d.h.
durch die Werte in der Diagonalen der Kontingenztabelle.

Kommentar: Die Annahme der bedingten Unabhéngigkeit ist auf den ersten
Blick plausibel und erscheint vielleicht sogar notwendig: existieren Abhéngig-
keiten zwischen den beiden Urteilern, so reflektiert die Ubereinstimmung oder
der Mangel davon nicht nur die jeweiligen Sensitivitidten und Spezifitdten und
damit die unterschiedliche Informationslagen oder Diagnosestrategien, sondern
eben auch die Abhingigkeitsbeziehung, an der man eigentlich nicht interessiert
ist. Andererseits zeigt sich aber, dass die Annahme der bedingten Unabhéngigkeit
durchaus eine starke, soll heiflen: nicht notwendig realistische Annahme ist. So
kann es sein, dass das zu diagnostizierende Merkmal weniger oder stérker ausge-
préagt ist. Verschiedene Tests oder verschiedene Urteiler sind sich h&ufig einig bei
starker Auspriagung des Merkmals und weniger einig bei schwacher Ausprigung
des Merkmals, und dieser Sachverhalt kann sich in einer Verletzung der Annahme
bedingter Unabhéingigkeit dulern (vergl. Hui & Zhou, 1998). O

Schitzbarkeit der Parameter: Es werde zunichst angenommen, dass kein
Goldstandard vorliegt. Zunéchst mufl diskutiert werden, wieviele freie Parameter
zu betrachten sind. Sicherlich die fiir die Urteiler charakteristischen Sensitivité-
ten und Spezifititen, d.h. es gibt mindestens vier freie Parameter. Es gibt vier
voneinander unabhéngige Ausdriicke bzw. Gleichungen: die fir P(Ay), P(B4),
P(C4) und P(C-); die Gleichungen fiir P(A_) und P(B_) ergeben sich aus denen
fir P(A4) und P(B4). 0 ist ein fiir die Population charakteristischer Parame-
ter. Selbst wenn er aus epidemiologischen Untersuchungen bekannt ist, wére eine
Schiitzung des in der Stichprobe vorkommenden Anteils 6 von M -Fillen niitz-
lich, da die Schitzungen fiir die Paramter 74, - - - , 95 natiirlich von 6 abhéngen.
Dariiber hinaus héngen sie von den tatséchlich beobachteten Symptomen x ab
(vergl. (2.7.11), so dass die Stichprobenverteilung der Schitzungen von den be-
dingten Verteilungen (i) fiir x, (ii) fiir  abhéngen, und schlieflich gehen noch die
stochastischen Aspekte des Urteilsprozesses, der P(M i |x) bestimmt, ein. Ange-
sichts der weiter unten beschriebenen Eigenschaften von x kann man die Frage,
ob es sich lohnt, die mathematischen Miihen der Abschéitzung der Verteilungen
der Parameter auf sich zu nehmen, nur mit grofier Zuriickhaltung betrachten.

Liegt ein Goldstandard vor, so gilt etwa ng = ¥4 = 1. Aus (2.7.27) folgt dann
P(Ay) =0, P(Cy) =npb, P(C-) =9Yp(1—0). Man hat drei Gleichungen in den
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drei Unbekannten 6, np und ¥p, so dass man die Schitzungen

6 = P(A)) (2.7.39)
. P(Cy) _ P(Cy)

B = 5 = A, (2.7.40)
by = PG _ POy : (2.7.41)

1-6 1-P(Ay)

fiir die Sensitivitdt und Spezifitét des Diagnostikers B sowie der Prévalenz erhélt,
wobei mit P(Ay) und P(C4) die Schitzungen von P(Ay) und P(Cy) aus den
entsprechenden relativen Hiufigkeiten der Tabelle gemeint sind.

Der Goldstandardfall wurde von Feuerman & Miller (2005) fiir ein dichotomes
Merkmal behandelt. In Feuerman & Millers Definition von « tritt die Préivalenz
nicht mehr explizit auf und die Rolle der Prévalenz wird auch nicht weiter dis-
kutiert, ebenso nicht in den Folgeartikeln Feuerman et al. (2007, 2008). Es wird
im wesentlichen nur gezeigt, dass sich x auch direkt aus den Schétzungen der
Sensitivitdt und der Spezifitdt berechnen 148t — was sich mit ein wenig Algebra
leicht zeigen 148t und worauf hier nicht weiter eingegangen zu werden braucht.

Die hier angegebenen Schétzungen fiir die Sensitivitdten und Spezifitdten wer-
den direkt aus den Héaufigkeiten der 2 x 2-Tabelle geschétzt. Die Eigenschaften
der Schitzungen miissen hier nicht weiter diskutiert werden. Allerdings gibt es
weitaus aufwindigere Methoden: Hui & Walter (1980) liefern Maximum-Likelihood-
Schétzungen, McClish & Quade (1983) liefern Methoden der Schétzung der unbe-
kannten Prévalenz. Hui & Zhou (1998) liefern Schétzungen auch fiir den Fall, dass
kein Goldstandard, sondern bestenfalls ein imperfekter Goldstandard vorliegt;
ebenfalls werden auch Bayesianische Schitzungen diskutiert (Andersen, 1997).
Eng, Georgiadis & Johnson (2006) diskutieren ebenfalls allgemeine Schitzungen
fiir Sensitivitdten, Spezifititen und Prévalenz fiir den Fall, dass der wahre Zu-
stand einer Person (oder Tieres) nicht bekannt ist. Allgemein gilt, dass die Schét-
zung der Parameter anhand von Maximum-Likelihood-Methoden etc numerisch
wesentlich aufwéndiger wird als bei den géngigen 'rough-and-ready’-Methoden.

Verhalten von x: Wie in Anhang A.1 gezeigt wird, gilt fiir beliebige Sensitivi-
taten und Spezifitédten

lim k = lim k = 0, (2.7.42)
60—0 0—1

vergl. Abb. 16. Dies bedeutet, dass nicht nur fiir sehr kleine, sondern auch fiir
sehr grofle Werte von 6 der Effekt von Rateprozessen dominant wird und damit x
sehr klein wird. Dies wiederum bedeutet, dass auch fiir grofle Sensitivitdten und
Spezifititen ein kleiner x-Wert resultieren kann, ein kleiner x-Wert mithin noch
keinen Aufschluf} iiber die tatsichlich vorhandenen Sensitivitdten und Spezifi-
titen liefert. Eine spezifischen Kombination von Sensitivitdten und Spezifitdten
erzeugt einen spezifischen Verlauf der Abhéngigkeit von x von der Pravalenz 6.
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Abbildung 16: Cohens k als Funktion der Préivalenz fiir verschiedene Sensitiviti-
ten und Spezifititen: (a) na = np =4 =9p = .65, (b) na =np =094 =Vp =
95, (¢) ma=.5,nm=.9594=.959p=.95 (d) na=np=.95,94=09p=.5
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Bemerkenswert ist, dass « als Funktion von @ fiir bestimmte Sensitivitits- und
Spezifitdtskombinationen asymmetrisch verlauft, also fiir eine gegebene Kombi-
nation ihren Maximalwert fiir kleinere §-Werte animmt (z.B. (c)) und fiir andere
Kombinationen fiir grofiere §-Werte (z.B. (d)). Homogene Randverteilungen er-
zeugen insbesondere fiir mittlere Privalenzen, also 6 ~ .5, noch am besten zu
interpretierende k-Werte, insbesondere wenn die Urteiler iiber hohe Sensitivité-
ten und Spezifitdten verfiigen. Nur mufl man etwas iiber diese Werte wissen, um
folgern zu koénnen, dass man einen "guten” x-Wert hat.

Liegen fiir 6 keine Schiatzungen aus unabhéngigen epidemiologischen Untersu-
chungen vor, so sind die Parameter 14 bis 95, wie oben gezeigt, nicht identifizier-
bar; grofie Werte von k (d.h. k > .8) lassen grofie Sensitivitéten und Spezifititen
und einen eher mittleren Wert von 6 vermuten. Fiir kleinere Werte von & 148t sich
kaum etwas sagen, eine Vielzahl von Kombinationen der Parameter ist moglich.

Feinstein und Cicchetti (1990) betrachten den Effekt unterschiedlicher Préva-
lenz: sie illustrieren anhand von 2 x 2-Tabellen, dass sich bei gleicher Ubereinstim-
mung Fy unterschiedliche k-Werte ergeben und sprechen von Paradoxa, die die
Definition von x impliziere. Aufgrund der vorangegangenen Herleitung von « als
Funktion von fiinf freien Parametern ist dieser Befund nicht verwunderlich und
von Paradoxa kann kaum die Rede sein, so dass hierauf nicht ndher eingegangen
werden musB.

Anmerkung zur Bedeutung von P.: Es ist die Frage aufgeworfen worden, ob
die Bildung der Differenz Py — P. und die Normierung mit 1/(1 — P,) iiberhaupt

eine "Bereinigung” von zufilligen Effekten bedeutet. Uebersax spricht dement-
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sprechend von "The myth of chance-corrected agreement’

"Despite its reputation as a chance-corrected agreement measure, kap-
pa does not correct for chance agreement. Neither has the need for
such adjustment been convincingly shown.”
(http://www.john-uebersax.com/stat/kappa2.htm)

Uebersax elaboriert das Argument nicht weiter, aber es ist leicht zu sehen, dass
er Recht hat. Denn die Frage ist ja, was die "reine Zufélligkeit” P. iiberhaupt
bedeuten soll. Formal wird "reine Zufilligkeit” durch die Produktregel P(ANB) =
P(A)P(B) charakterisiert, d.h. durch die Gleichungen

P(AyNBy)=P(A4)P(By), P(A_NB_)=P(A_)P(B-).
Wegen (2.7.27) und (2.7.28) hat man

P(Ay(Bs) = [naf+ (1 —9.a)(1 - 0)]lmb + (1 — 9p)(1 - 0)] (2.7.43)
PA-NB_) = [(1—n4)0+9401 —0)][(1 - np)0 + I5(1 — 0)](2.7.44)

Diese Gleichungen fiir P(Ay N B4) und P(A_ N B_) zeigen, dass auch bei
“reiner Zufélligkeit” die Sensitivitdten und Spezifitdten eingehen. Das ist nicht
weiter verwunderlich, aber man konnte hoffen, dass die Komponenten, die zu
P(Cy|M_) und P(C_| M) korrespondieren durch Subtraktion von P. elimi-
niert werden, denn falsche, eventuell durch Raten zustande gekommene Urteile
haben die Wahrscheinlichkeiten P(Cy|M_) und P(C_-|M), und die "correcti-
on for chance” sollte vielleicht zumindest diese Urteile aus Py eliminieren. Nun
wird Py durch Py = P(Cy) + P(C-) definiert, und P(Cy) und P(C_) werden
allgemein durch (2.7.30) und (2.7.31) definiert:

P(Cy) = P(CyMy)f+ P(CLIM)(1—0).
P(C_) = P(C_|M.)8+ P(C_IM_)(1—06)

Aber der Vergleich mit (2.7.43) und (2.7.44) lehrt, dass diese Wahrscheinlichkeiten
durch Subtraktion von P. nicht aus dem Ausdruck fiir P, eliminiert werden. Dar-
iiber hinaus enthalten die Wahrscheinlichkeiten P(C| M) und P(C_|M_), die
durch die Sensitivitdten und Spezifitdten definiert sind, ebenfalls die M&glichkeit
des Ratens: Es ist ja nicht ausgeschlossen, dass zwar M vorliegt, die urteilende
Person M aber nicht identifiziert und einfach rét, dass M4 vorliegt. Die Be-
trachtung fiir M_ ist analog. Wie dies im einzelnen geschehen kann, kénnte man
in einem expliziten Modell des Urteilsprozesses formulieren. Solche Modelle sind
aber im Allgemeinen gar nicht interessant, weil es einerseits verschiedene denk-
bare Modelle gibt, die andererseits in einer spezifischen diagnostischen Situation
gar nicht iiberpriift werden kénnen.

Die Rede von der "correction for chance” trifft also nicht den Kern der Defini-
tion von Scotts m oder Cohens k. Die Subtraktion von P. und die Division durch
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1 — P, bewirkt einfach eine Normierung: streben die Sensitivitdten und Spezifita-
ten gegen 1, so strebt x gegen 1, und streben sie gegen die Wahrscheinlichkeiten
P(A;), P(By), P(A-) und P(B_) so strebt k gegen 0. Abhéngigkeiten von M
und M_ kénnen im Ubrigen auch negative Werte von 7 bezw.  erzeugen. Die in
Abbildung 16 illustrierte Abhéngigkeit von der Prévalenz P(M ) = 6 erschwert
aber die Interpretation eines gegebenen k-Wertes.

O

2.7.4 Herleitung von Cohens x: K > 2

Vielfach soll eine Kategorisierung nicht nur beziiglich des Vorhandenseins oder
Nichtvorhandenseins eines Merkmals vorgenommen werden, sondern Personen
oder Objekte sollen beziiglich einer Menge von K > 2 Kategorien beurteilt wer-
den. Eine Spezialfall dieses Falles ist, wenn die Cy,...,Cx die Aufteilung eines
Kontinuums in Intervalle repréisentieren.

Es sei Aj das Ereignis, dass Urteiler A ein Objekt der Klasse C; zuordnet,
und 7 sei die Wahrscheinlichkeit, dass das Objekt zur Klasse Cr gehort. Dann
ist

K
P(Af) =Y P(A}|Ch)m, = P(AT|C)m; + > P(AT |Ci)my. (2.7.45)
k=1 j#k
Es sei
Mk = P(AT|C), 95, = P(A;|Cy). (2.7.46)

Inbesondere sei

7]3-4]- = Sensitivitdt v. A bez. Cj, 193-4]- = Spezifitiit v. A bez. C; (2.7.47)

Es ist Fo = ) prk = D, P(A;»|r N B;'), und
P(A] N B)) = P(Af N Bf|C))m; + P(A] N B [=Cj)(1 —m))  (2.7.48)
Die bedingte Unabhéngigkeit impliziert nun
P(Af NB}) = P(AT|C))P(B]Cj)mj + P(Af|=C))P(Bf |-C;) (1 — mj), (2.7.49)

d.h.
P(Af N Bf) =niinfm;+ (1 - o)1 - 081 — ), (2.7.50)

und

ZUJJUJ]WJ + Z (1- ﬁA (1- 79;'5})(1 — 75). (2.7.51)
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Die Berechung von P, ist offenkundig. Die Frage ist, ob die Sensitivitdten und
Spezifitdten geschéitzt werden kénnen. Es ist

P(Af) = p(Af[Cj)m; + P(AS|=C;)(1 —mj) = nfimy + (1 — 97;)(1 «20.52)

P(Bf) = p(Bf|Cy)m; + P(Bf|=C;)(1 —mj) = njmj + (1 = 97) (1 «27)53)
fir j = 1,..., K. Es sind also K Parameter njAj, K Parameter 193-4]- und analog
dazu die Parameter fiir B zu schéitzen, — also 8 freie Parameter. Hinzu kommen
—wegen ), m; = 1 —noch einmal K — 1 freie Parameter (die Privalenzen) m;, so
dass fiir die K x K-Tabelle 3K — 1 freie Parameter zu schitzen sind. Allerdings
scheinen die Parameter nicht identifzierbar zu sein, denn fiir alle P(A;F N B;")
kommen noch die 7, und 9 hinzu.

Ein einfacher Ansatz, doch zu Schitzungen von Sensitivititen zu kommen,
besteht in der Dichotomisierung. Dazu wahlt man eine Kategorie, etwa Cj, und
fafit alle ibrigen Kategorien zu einer Kategorie —Cj, zusammen. Man schéitzt nun
die Parameter fiir diese 2 x 2-Tabelle. Analog dazu kann man mit den anderen
Kategorien verfahren. Die Frage, ob die Schitzungen irgendwelchen Optimali-
tatskriterien entsprechen, bleibt dabei vorerst offen.

2.7.5 Beurteilungen auf Ratingskalen

Der messtheoretische Status von Rating-Skalen ist oft nicht eindeutig: wéhrend
die Skalen eine ordinale Ordnung durchaus wiedergeben kénnen, ist es nicht leicht,
festzustellen, ob auch in guter Naherung eine Intervallskalenstruktur vorliegt.
Dies mufl bei der Interpretation der Korrelationen zwischen den Schétzungen
(Ratings) verschiedener Beurteiler beriicksichtigt werden. Die Koeffizienten fiir
Kategorial- oder Ordinaldaten ergeben sich zum Teil direkt aus dem Produkt-
Moment-Koeffizienten

Tey = T (2.7.54)
so ergibt sich der ¢-Koeffizient fiir zwei dichotome Variablen direkt aus der Formel
fiir r;y, wenn die Variablen ¥ und Y nur die Werte 0 oder 1 annehmen kénnen.
Die gleiche Aussage gilt fiir die punkt-biseriale Korrelation, bei eine Variable,
etwa X, Intervallskalenniveau hat und die andere, Y, nur ein ordinales Niveau
hat und die Y-Werte Rangzahlen sind. Fiir Rangkorrelationen wie Spearmans p

ergibt sich der Koeffizient
Spearmans p:
650, d?
=1- ==Lt 2.7.55
p nn? 1) ( )

ebenfalls aus (2.7.54), wenn fiir die X- und Y-Werte die entsprechenden Rang-
plétze eingegeben werden. Fiir inferenzstatistische Aussagen miissen natiirlich die
Verteilungen von ¢ bzw. p gewihlt werden.

115



Kendalls 7: Anders liegt der Fall, wenn Kendalls 7 verwendet werden soll: hier
werden die Rangplétze r; einer Variablen, etwa die von X, als Anker verwendet.
Die korrespondierenden Rangplétze der Y-Werte seien s;. Man betrachtet dann
die Rangreihe 11,79, ...,7, und vergleicht sie mit den Réngen der korrespondie-
renden s;-Werte. Ist r; = s; fiir alle ¢ = 1,...,n, so hat man einen perfekten
Zusammenhang. Andernfalls gibt es Inversionen und Proversionen: eine Inversi-
on liegt vor, wenn s; > s; fiir ¢ < j, und man hat eine Proversion, wenn s; < s; fiir
i < j. Je groBer die Anzahl der Inversionen, desto kleiner ist der Zusammenhang
zwischen X und Y. Es sei

yy — { 1, wenn s; >s;, <] (2.7.56)

0, wenn s; <sj, i <j

und
I=> ki (2.7.57)
1<J

die Gesamtzahl der Inversionen. Die Gesamtzahl der verschiedenen Paare von
Réngen ist

n\ n(n-—1)

2) 2

Es sei P die Anzahl der Proversionen. Dann mufl

n—1)

P+I:n(2 (2.7.58)

sein. Die Grofie
W=P-1 (2.7.59)

heifit Kendall-Summe. Man hat

nn—1)/2, I=0
LV_{—Mn—Uﬂ,on (2.7.60)

Fiir I = 0 ist der Zusammenhang zwischen den beiden Rangordnungen perfekt,
fir P = 0 ist er genau invers, d.h. W ist ein Maf fiir den Zusammenhang fiir die
beiden Reihen. Durch Normierung erhélt man einen Koeffizienten, der zwischen
-1 und +1 liegt und damit zu einem Korrelationskoeffizienten korrespondiert:

w 2w
= = Kendalls Tau. 2.7.61
T W12 n(n—1) endalls Tau (2.7.61)

im Allgemeinen findet man fiir gegebene Rangdaten, dass Spearmans p > Ken-
dalls 7.

Kendalls W: Die bisher besprochenen Korrelationsmafle sind Reliabilitéitsmafle
fiir jeweils zwei Beurteiler. Will man ein Gesammtmaf fiir mehrere Experten
haben, kann man Kendalls W berechnen: fiir M Urteiler hat man

n _ b
W = 12 Zi:l(ri - T’)2

B ) ;o= T (2.7.62)
j=1
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ri; ist der Rangplatz des i-ten Objekts beim j-ten Urteiler, ¥ = ) . r;/n, K die
Anzahl der Kategorien, n die Anzahl der beurteilten Personen oder Objekte. Zwi-
schen der durchschnittlichen (Spearmanschen) Rangkorrelation p und W besteht
die Beziehung

MW —1
A 2.7.
P="Mm—1 (2.7.63)
b (M —1)p+1
W= _JFrt- 92.7.64
M ( )

Intraklassen-7: Fiir dieses Maf§ werden zunéchst die x; und die y;-Werte in eine
Rangreihe gebracht. Den beurteilten Personen oder Objekte w; werden dann die
Rénge der beiden Beurteiler Hier sind Ry und Re zwei Beurteiler, und T(j) ist der

Personen/Objekte
w1 w2 w3 Wn,
Bioray re) @) T
Ry s0) 3@ $@ 3w

Rangplatz, den die person bzw, das Objekt w; beim Beurteiler Ry erhalten hat,
und s(;) ist der Rangplatz, den w; durch den Beurteiler Ry erhalten hat. So ist
etwa r(;) = 3, wenn w; durch R; auf den dritten Platz in der Rangreihe verwiesen
wurde, und s(;) = 2, wenn Ry wy auf den zweiten Platz verwiesen wurde. Es gilt
also nicht notwendig

") <T@ < S Tm)

und ebenso gilt nicht notwendig
S(1) <82 << Sn)-

Jetzt wird eine zweite Tabelle angelegt, in der die w; in eine Rangreihe gebracht
werden:

w(1) < w(2) << W(n)s
wobei w(1) diejenige Person oder dasjenige Objekt ist, fiir das ¢(;y = min(r(;), 5(;))
der kleinste aller min(r(j), s(j))—Werte ist, w(o) ist diejenige Person oder dasjenige
Objekt, fiir das t(p) = min((r ), s(x)) der zweitkleinste Wert ist, etc. Fiir jedes
w(jy, J = 1,...,n wird nun die Anzahl der Proversionen P; und Inversionen I;
relativ zu 7;-Werte bestimmt; analog dazu ddie Anzahl der Proversionen und
Inversionen fiir den entsprechenden s-Wert. Dann ist

2n

Tie =Y (Pj— 1)) (2.7.65)

J=1

ist dann der Intraklassen-7-Wert.
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2.7.6 Der Intraklassen-Korrelationskoeffizient

Haben die Ratings Intervallskalenniveau, so kann man u.U. die Frage nach der
Reliabilitét der Einschédtzungen varianzanalytisch angehen. Mit w;, i = 1,...,n
werden wieder die zu beurteilenden Personen oder Objekte bezeichnet. Alle Ur-
teile werden auf einer Rating-Skala gefillt. Man kann dann, mit Shrout & Fleiss
(1979), verschiedene Erhebungsansitze betrachten:

1. Modell 1 Die w; werden jeweils von einer Menge M; von Urteilern Rj,
j=1,..., K, bewertet, die aus einer Population von Urteilern zufillig aus-
gewihlt werden.

Diese Versuchsanordnung ("Design”) entspricht einer 1-faktoriellen ANO-
VA3* mit Random-Effekten. Man hat die generelle Strukturgleichung

Tij = p+ a; + bj + (ab)ij + eij. (2.7.66)

wobei a; der Effekt von w; ist und b; ist der Effekt von Rj; (ab);; ist die
Wechselwirkung von R; und w;. Allerdings sind die Gréfien b; und (ab);;
nicht schitzbar, so dass man sie zusammen mit e;; zu einem Fehler

Wij = b]’ + (ab)ij + eij (2767)
zusammenfassen mufl. Damit hat man das Modell

Tij; = M+ ap + Wiy (2.7.68)

2. Modell 2 Es wird eine Menge M von K Urteilern R;, j = 1,..., K zufillig
aus einer Population gewéhlt, und jeder R; beurteilt alle w;, d.h. R; gibt n
Urteile ab.

Es gilt zuniichst wieder die allgemeine Strukturgleichung (2.7.66) fiir 2-
faktorielle Designs, allerdings kann nun der Effekt der Rater, also die b,
geschitzt werden. Aber es gibt fiir die Kombination (R;,w;) jeweils nur ei-
ne Messung, so dass die Wechselwirkungskomponente (ab);; nicht geschatzt
bzw. identifiziert werden kann. Wie bei solchen Designs {iblich, mufl ange-
nommen werden, dass die Wechselwirkungen alle gleich Null sind, (ab);; = 0
fiir alle 7, 7. Damit hat man das Modell

Ti; = p+a; + bj + €ij. (2769)

3. Modell 3 K Urteiler R;, j = 1,..., K beurteilen alle w;, — aber man ist
nur an den Urteilen dieser Menge M von Urteilern interessiert, d.h. man
will nicht von M auf die Population moglicher Urteiler verallgemeinern. Die
Urteiler gehen damit nicht wie bisher als Random Factor, sondern als Fized

34 Acronym fiir Analysis Of Variance, also Varianzanalyse
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Factor ein. Der Faktor A mit den Effekten a; ist dagegen nach wie vor ein
Fized Factor, und somit handelt es sich um ein 2-faktorielles Design mit
gemischten Effekten.

Wieder gilt generell der Ansatz (2.7.66), nur ergeben sich andere Betrach-
tungen beziiglich der Interaktionen (ab);;. Fiir gegebenes w; mufl angenom-
men werden, dass die Bedingung

K

D (ab)y; =0, i=1,....n (2.7.70)
j=1

Wie in Scheffé (1959), Abschnitt 8.1 gezeigt wird, sind irgendzwei Wech-
selwirkungskomponenten (ab);; und (ab)y ;» negativ miteinander korreliert.
Wird, wie bei einem Design dieser Art iiblich, angenommen, dass alle Ko-
varianzen zwischen den Interaktionen gleich grof3, ndmlich gleich ¢ sind, so
ergibt sich

%
K-1

c=—

(2.7.71)

Bei den letzten beiden Féllen kénnen die Daten in einer Matrix wie in Tabel-
le 8 zusammengefasst werden: Bevor die den Modellen entsprechenden Schét-

Tabelle 8: Einschéatzungen von n Personen bzw. Objekten w; durch K Experten

Person Experten
wj Ry Ry --- Ryg
1 T T2 o TIK
To1 X2 - T2K
n Tnl Tp2 *°  Tpk

zungen fiir die Varianzkomponenten vorgestellt werden, wird der Intraklassen-
Korrelationskoeffizient vorgestellt.

Der Intraklassen-Korrelationskoeffizient (IKK): Fiir ein Rating z;; kann
man vom Ansatz

Tij = Mij + Wi5 = 1+ a; + wiy, (2.7.72)
ausgehen, wobei wieder w;; ein zufélliger Fehler ist, der, wie oben angedeutet
wurde, in weitere Komponenten zerlegt werden kann. Es sei E(u;;) = p, d.h. der
Mittelwert der Mittelwerte sei p. Dann ist a; = p;; —p die Abweichung von p;; von

i, und man kann p;; = p+a; schreiben. Da der Mittelwert der Abweichungen vom
Mittelwert stets gleich Null ist, hat man ZZ a; = 0. a; ist fiir w; eine Konstante, da
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aber die w; zuféllig in die Stichprobe gewihlt werden kann a; auch als Realisierung
einer zufilligen Verénderlichen betrachtet werden. Deshalb wird der Faktor A mit
den Ausprigungen a; als Random Factor aufgefasst. Es werden nun einige, in der
Theorie der Varianzanalyse iibliche Annahmen gemacht:

E(w;) =0, E(aw;) =0, E(wjwy) =0, (2.7.73)
so dass sich fiir den Erwartungswert und die Varianz von x;; die Ausdriicke
E(xi;) = pp+a;, Var(z;) = Var(a) + Var(e) = o2 + o2, (2.7.74)

ergeben.

Es werde nun die die Kovarianz von x;; und z;, betrachtet, also die Kovarianz
zwischen der Beurteilung von w; durch die Experten R; und Ry:

Kov(zij, zir) = E[(xi; — p)(xix — )] (2.7.75)

Kov(z;j, zik) ist zunéchst als theoretischer Ausdruck gemeint. Wichtig ist, dass
die Abweichungen vom allgemeinen Erwartungswert p betrachtet werden. Setzt
man nun die rechte Seite von (2.7.72) fiir die z;; ein, so erhdlt man

KOV(l‘i]’, ﬂfik) = E(M + a; + Wij — M)(M + a; + Wik — u),

d.h.
Kov(zij, zix) = E(a; +wij)(a; +wiy)
E(a?) + E(a;w) + E(a;w;j)
—i—IE(wijwik) = E(CL?)
d.h.

Kov(zij, Ti) = o2 (2.7.76)
wegen 2.7.73. Fiir die Korrelation zwischen x;; und x;; hat man dann
Kov(zij, zix,)

\/V&r(xij) \/V3r(xik)

Aber aus (??) hat man Var(z;;) = Var(z;x) = 02 + o2, unabhiingig von w;, also
hat man schlielich

0.2

a
p= o (2.7.77)
p ist als Intraklassenkorrelationskoeffizient (IKK) bekannt. Es sei zunéchst fest-
gestellt, dass dieser Koeffizient unabhéngig von den Indices ¢ und j ist, obwohl
sie noch in der Definition der Kovarianz Kov(z;jz;,) auftauchen. Sie verschwin-
den, weil die Kovarianz eben Kov(w;j, ;) = o2 unabhiingig von den 4 und
J ist, ebenso wie die Varianz der z;;. Die Bezeichung von p als Intrakassen-

Korrelationskoeffizient geht wohl auf Fisher (1938/1956) zuriick: betrachtet man
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z.B, die Korrelation zwischen Briidern beziiglich eines Merkmals, so kann sie u.a.
vom Alterunterschied zwischen den Briidern abh#ingen. Vernachléssigt man der-
artige Variable und betrachtet nur die Klasse der Briider, so berechnet man die
Korrelation eben nur innerhalb der Klasse der Briider, — also als Intraklassenkor-
relation. Natiirlich hat man stets 02 > 0 und o2 > 0, so dass p > 0, d.h. p kann
keine negativen Werte annehmen. Andererseits kann p nicht grofler als 1 werden,
wenn némlich fiir 02 > 0 die Fehlervarianz o2, gegen Null geht, denn

2
a

o
R 2 2
02,0 05 + 0y, o

=1, (2.7.78)

oder, fiir 02, > 0,
o2
lim —%—- =1 (2.7.79)

02—00 0'2 + O'%U
denn nach Division des Zihlers und Nenners durch o2 hat man

2
o 1

2 2 = 2 /2

und lim,2_, . 02 /02 = 0, so dass
a

0<p<l. (2.7.80)

Dem entspricht die Tatsache, dass p ein Varianzanteil ist, d.h. als Anteil der
Varianz der a;-Werte an der Gesamtvarianz o2+02,. In der Tat stellt die Gleichung
(2.7.72) ja eine Regressionsgleichung dar:

xij:u+ai+w¢j:aai+ﬁ+w”,

mit den Regressionskoeffizienten o = 1 und 3 = p. Setzt man %;; = a; + p, so
ist Var(#;;) = o2, withrend Var(x;;) = 02 + o2 ist. Bei der iiblichen linearen
Regression ist

Var(g) 2 To
=T = —
Var(y) Var(y)
als Determinationskoeffizient bekannt. Angewandt auf die z;; hat man
Varlty) _ 05 _ o) (2.7.81)

Var(x;;) 02+ 02

d.h. der Korrelationskoeffizient p ist gleichzeitig ein Determinationskoeffizient,
nédmlich das Quadrat der Korrelation fiir die Regression von x;; auf die a;. Fiir
diesen Korrelationskoeffizienten gilt ja, wie aus der Regressionsrechnung bekannt

ist,
Oq Oq

Oz N og+05

und damit r? = p.
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pr; ist, als Korrelation zwischen den Beurteilern, ein Reliabilitétskoeffizient.
Der Koeffizient wird, fiir o2 > 0, grof, wenn o2 gro wird (vergl. (3.2.101)), d.h.
also, wenn die Unterschiede zwischen den a; grofl werden. Man bedenke aber,
dass fiir inferenzstatistische Betrachtungen die Interpretation von p als Reliabili-
tatskoeffizient die fiir die Varianzanalyse charakteristische Annahme homogener
Varianzen gelten muf, die sich in der Aussage Var(w;;) = o2 fiir alle 7, j auflert.

Damit ist der Intraklassenkoeffizient prinzipiell als Reliabilitdtskoeffizient er-
kldrt worden. Es mufl nun die modellabhéngige Form des IKK diskutiert werden.
Im Nenner von (2.7.77) steht die Gesamtvarianz von ;;:

2 2
es = Ua —"_ Uw’

Var(zi;) = Var(a;) + Var(w;;) = 02

wobei ages fiir ’Gesamtvarianz’ steht. Die verschiedenen ANOVA-Modelle unter-
2

scheiden sich hinsichtlich der Zerlegung von o,.

Anwendung der ANOVA-Modelle: Im Modell 1 wird o2, gar nicht weiter
aufgeteilt und p nimmt den in (2.7.77) angegebenen Wert an:

o2

a (2.7.82)

p:plziagjuagj

Die Formel fiir p ist nur der systematischen Darstellung wegen wiederholt worden,
damit deutlich wird, was von jetzt ab unter p; verstanden werden soll.

Fiir das Modell 2 hat man nach (2.7.69)

Tij = pb+ ai + bj + €,

d.h.
0363 =02+ o} + 02 (2.7.83)
Mithin gilt
o2
02 4 (2.7.84)

- 02+02+02
Im Modell 3 schliefllich ist der Faktor B mit den Ausprdgungen b; ein Fixed
Factor; die b; liefern also keine Varianzkomponente, oder o'g = 0. Mithin ist

0368 =02 402, (2.7.85)

und man hat
% 2.7.86
p3—0_3+03. (2.7.86)

Die Unterschiede zwischen den p;, p2 und p3 ergeben sich durch die Schétzungen
fiir die Varianzkomponenten.

Anmerkungen: Die Mittelwertsunterschiede zwischen den Beurteilern gehen in
den "Messfehler” w ein — der IKK p heifit dann auch unjustiert. Wird die Feh-
lervarianz von den mittleren Unterschieden der Urteiler bereinigt, so wird die
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Fehlervarianz zu o2 + o7 + 02, wobei o2 jetzt die “echte” Fehlervarianz ist. Der

IKK heifit nun justiert. Die Entscheidung fiir die Art des IKK héngt von der Art
der Interpretation der Schétzskala ab. IK Ky s wird dann verwendet, wenn
die absoluten Werte der Schétzungen betrachtet werden. 1K K, wird verwen-
det, wenn die Einschitzungen unabhéngig vom Urteiler interpretiert werden; die
Varianz zwischen den Schétzern wird dann als Fehlervarianz angesehen.

Beispiel: Zwei Lehrer beurteilen Schiiler im gleichen Fach, aber einer der Lehrer
benoted konsistent eine Note schlechter als der andere. Die Noten kénnen dann
nicht absolut interpretiert werden, da der mittlere Unterschied (ein Notenwert)
als "Fehler” betrachtet werden muf}. Dementsprechend ist IK K, ust das rich-
tige Reliabilitdtsmafl. Die Note eines Schiilers sagt nicht nur etwas iiber seine
Leistung, sondern auch iiber den Beurteiler, also den Lehrer aus. Will man an-
dererseits von jedem Lehrer die k besten Schiiler einstellen, so ist der mittlere
Unterschied zwischen den Noten irrelevant, da eben von beiden Lehrern die k be-
sten Schiiler (etwa fiir einen Spezialkurs) ausgesucht werden. In diesem Fall wird
man [ K Kj,s berechnen. Wird ein gewohnlicher Produktmomentkorrelationsko-
effizient als Reliabilitdtskoeffizient berechnet, so wird der mittlere Unterschied
zwischen den Urteilern stets herausgerechnet, dh er entspricht stets 1K K, 5. Bei
der Berechung eines IKK kann der Unterschied zwischen justiertem und unju-
stiertem Koeffizienten gemacht werden. O

In der Tabelle 9 werden die Koeflizienten noch einmal zusammengefasst:

Tabelle 9: Typen von Intraklassenkorrelationen

Typ Tges p
. . . 2 2 o2
unjustiert 1-faktoriell o; + o, P1= ;230

2
unjustiert 2-faktoriell | o2 + O'g +02| pp= P e +Z% o2
a b e

o2

justiert  2-faktoriell | 02 + 07 + 02 | p3 = P2

Schitzungen der Varianzkomponenten: Generell wird bei einer ANOVA die
Gesamtvarianz (hier der z;;-Werte) in Komponenten, die auf die Faktoren zu-
riickgehen, und in Komponenten, die auf einen Fehler zuriickgehen aufgespalten,
d.h. es werden die zu den Varianzen korrespondierenden Quadratsummen zerlegt.
Im einfachen, 1-faktoriellen Fall hat man die Zerlegung

QSges = QSzw + QS'mna
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wobei QS fiir "Quadratsumme’ steht, der Index zw fiir 'zwischen’ den experimen-
tellen Gruppen und inn fiir 'innerhalb’ der Gruppen. Die Q).S;,,, repréisentiert den
Fehler, Q5S.,, den Effekt der Stufen des Faktors oder der Faktoren im mehrfak-
toriellen Fall. Da im Modell 1 der 1-faktorielle Fall mit einem Random Factor
betrachtet wird, hat man3>

QSinn = Z(ai —a)?+ Z(wzj —@)? (2.7.87)
QS. = Z ni(a; —a)? + Z(ni(wi —w)? (2.7.88)

Wegen 3, ;(a; — a)? =Y, ni(a; — a)? gehen die a; sowohl in QSiy, wie in QS
ein. @ < und w sind die Stichprobenmittelwerte der a; und der wj;.

Tabelle 10: Quadratsummen der ANOVAs; f = K/(K — 1), 2=, a;/(K — 1)

Quelle df Mod. 1 Mod. 2 Mod. 3
MS n—1 Ko? + o2 | Ko2 +o: + o2 Ko? + o2
M S;nn n(K —1) o2 o2+ 0t +0? 02 + fol + o2
M Sy rteiter K—-1 no? + ot + o2 | nf? + fo? + o2
MSpes | (n—1)(K —1) of + o2 fop + o2
MS,, — MS;
o1 = zw wmn (2.7.89)
MS.p + (K —1)MS;,
MS,, — MS,
py = AW res (2.7.90)
MSp+ (K —1)MSyes + K(MSy — MSres)/n
MS,y — MS,
p3 = zw res (2.7.91)

Mo+ (K — 1)M Syes

Shrout & Fleiss (1979) geben Konfidenzintervalle fiir die p; an, die man unter
den {iblichen Voraussetzungen der Varianzanalyse berechnen kann. Die kénnen
niitzlich sein, wenn die Koeffizienten so klein sind, dass man an ihrer Signifi-
kanz zweifeln kann. Dann zeigen sie allerding in jedem Fall, dass die Interrater-
Reliabilitét so klein ist, dass den Einschétzungen nicht sehr getraut werden kann.
Eine SPSS-orientierte Darstellung findet man in Wirtz & Caspar (2002).

2.7.7 Die Hauptachsentransformation von Ratings

Die Beurteileriibereinstimmung kann als Korrelation zwischen den Einschétzun-
gen durch verschiedene Urteiler bestimmt werden. Gegeben seien Daten wie in

35Eine Herleitung findet man u.a. im Skriptum 'Einfiihrung in die Varianzanalyse’.
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der Tabelle 8. Die folgenden Uberlegungen zeigen, dass Korrelationen deutlich
kleiner als 1 auf eine Mehrdimensionalitit der Beurteilten w; verweisen.

Es sei Z die (n, K')-Matrix der Einschitzungen x;; der Person oder des Objekts
w; durch den Beurteiler R;; Z gehe aus der Matrix X der Einschitzungen z;;
durch Spaltenstandardisierung hervor. Fiir Z (wie natiirlich auch fiir X, aber
hier wird nur die von Z betrachtet) gilt stets die Singularwertzerlegung (SVD —
Singular Value Decomposition)

Z = QAP (2.7.92)

wobei () und P orthonormale Matrizen sind; @ ist die Matrix der Eigenvektoren
von ZZ', P ist die Matrix der Eigenvektoren von Z'Z und A ist die Diagonal-
matrix der von Null verschiedenen Eigenwerte, von ZZ' und Z'Z (ZZ' und Z'Z
haben identische Eigenwerte). Wegen der unvermeidlichen Messfehler sind die
Spalten von Z linear unabhéingig, so dass der Rang s von Z gleich min(n, K) ist;
iiberlicherweise ist K < n, so dass s = K. Die Orientierung der Spaltenvektoren
von P ist gleich der Orientierung der Hauptachsen des durch Z’Z definierten
Ellipsoids; ZP = QA/2 bedeutet die Rotation der urspriinglichen Koordinaten-
achsen derart, dass die neuen Koordinaten L = QAY?2 mit diesen Hauptachsen
zusammenfallen; die Spaltenvektoren von L sind orthogonal, so dass der Uber-
gang zu diesen Koordinaten einer Transformation der Hauptachsen entspricht.
Die Spalten von L enthalten die Koordinaten der Personen auf unkorrelierten
latenten Dimensionen. A = PA'Y/2 enthilt die "Ladungen” der Variablen — hier:
der Rater Rq,..., Rg — auf diesen latenten Dimensionen.

Sowohl @ als auch P werden durch die Daten Z bestimmt; (2.7.92) impliziert
ZP = QA2 Z'Q' = PAY?, (2.7.93)

und man kann sagen, dass wegen dieser wechselseitigen Abhéngigkeit — @) wird
durch Multiplikation von Z mit P berechnet, und P wird durch Multiplikation
von Z' mit @ berechnet — P und @ nicht unabhingig voneinander sind. Unter
bestimmten Bedingungen kann man aber erwarten, dass diese beiden Matrizen
nicht voneinander abhéngen, wie im Folgenden elaboriert wird.

Nach (2.7.92) sind die Ratings x;; durch zwei Parametersétze spezifiziert: die
Matrix @ enthélt die Auspragungen eine bestimmten Menge von Merkmalen —
die hier als latente Merkmale betrachtet werden kénnen — , und P enhélt, in der
Sprache der Testtheorie, Aufgabenparameter, die hier als Parameter der Rater
auftauchen. Um es ein wenig verquer zu formulieren: Eine beurteilte Person muf3
gewissermaflen die Aufgabe l6sen, von einem Rater beurteilt zu werden, d.h. der
Gewichtung der Merkmale durch den Rater moglichst gut zu entsprechen. Denn
(2.7.92) besagt ja, dass ein Rating z;; — die Beurteilung der i-ten Person durch
den j-ten Rater — durch ein Skalarprodukt gegeben ist:

Zij = qi1G51 + ... + ik GjK, it = PjtV/ M (2.7.94)
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pjtV/ A entspricht einer Gewichtung des t-ten latenten Merkmals durch R;. Nach
der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung ist z;; maximal relativ zur Lange der Vek-
toren

/ /

(Qila---aQiK) (ajla---aajK)

wenn g;; = aaje fiir allet =1,..., K, a € R eine Konstante.

Es gibt zwei Aspekte von (2.7.92), die im Zusammenhang mit der Frage der
Urteileriibereinstimmung betrachtet werden kénnen:

1. Die Singularwertzerlegung (2.7.92) impliziert Z’Z = PAP’, d.h. die Kor-
relationen (R = Z'Z/n) sind durch die "Ladungen” A = PAY? bestimmt,
wobei eine Ladung aj = pjirv/Ar den "Wert” des Raters R; auf der ¢-ten
latenten Dimension angibt. Man kann diesen Wert als Gewicht, mit dem
Rater R; das t-te latente Merkmal in sein Urteil eingehen 148t, betrachten.
Beurteilt ein Rater R; die zu beurteilenden Personen "sine ira et studio”, al-
so "objektiv und neutral”, so wird man erwarten, dass die o, t =1,..., K
eben unabhingig von den jeweils beurteilten Personen sind. Fiir verschie-
dene Stichproben von beurteilten Personen sollte also die Matrix A in guter
Néherung konstant sein. Da (2.7.92) impliziert, dass A = Z'Q, wird also
gefordert, dass die Matrizen Z fiir die jeweiligen Stichproben so aufgebaut
sind, dass die personenspezifischen Aspekte sich im Produkt Z’(Q) gerade
aufheben. Ist dies nicht der Fall, existieren Wechselwirkungen zwischen Ra-
ter und beurteilter Person, d.h. der Rater beurteilt bestimmte Merkmale
einer Person in Abhéngigkeit von personspezifischen Eigenschaften — was
nicht sein sollte.

2. Gute Urteileriibereinstimmung impliziert Eindimensionalitidt der Datenma-
trix. Dazu werde fiir den Moment angenommen, dass die Schiatzungen feh-
lerfrei sind, und die Korrelationen zwischen den Ratern R; und R}, gleich
1 sind (fiir alle j # k). Da die Z; und Z;, dieselbe Lénge haben, ist dann
Z; = Zj, fir alle j, k. Nach (2.7.92) ist ZA = Q. Es sei q; der erste Spal-
tenvektor in (). Dann folgt

Ziay1 +Zoaoi + -+ Zgarg =Zi(an + - +airx) = f1Z1 = qq,

denn die Z; sind ja alle identisch. Eine analoge Betrachtung fiihrt zu 527 =
Q. Aber q; und q, miissen orthogonal sein, d.h. q\qy = $15:Z}Z; = 0,
was nur moglich ist, wenn B2 = 0, d.h. es gibt nur eine Dimension (dies
folgt natiirlich schon unmittelbar aus der Identitét der Z; und $1Z; = qy,
— alle weiteren latenten Dimensionen sind ebenfalls proportional zu Z; und
haben damit die gleiche Orientierung wie q;, und dies bedeutet ja gerade,
dass es nur eine Dimension gibt.

Dieser Befund bedeutet nicht, dass die Rater nur ein Merkmal beurteilen,
q; definiert nur einen 1-dimensionalen Teilraum in einem m-dimensionalen
Merkmalsraum, und m kann gleich 1 oder gleich irgendeiner grofien Zahl
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sein. Die Eindimensionalitdt bedeutet, dass die Gewichtung dieser Merkma-
le bis auf eine auf alle Merkmale gleichermaflen wirkende Proportionalitéts-
konstante fiir alle Rater identisch ist. Wird ein mehr als 1-dimensionaler
Raum fiir die Reprisentation der Rater benotigt, so verweist dieser Befund
auf unterschiedliche Gewichtungen der Merkmale durch die verschiedenen
Rater.

Der fehlerfreie Fall ist natiirlich eine Fiktion, aber wenn die Korrelatio-
nen zwischen den Ratern hinreichend grofl sind, kann man zumindest eine
approximative Eindimensionalitit annehmen.

2.7.8 Korrespondenzanalyse und Urteileriibereinstimmung

Mafe wie Cohens x héngen von freien Parametern ab, die eine Interpration des
Mafles erschweren, wenn diese Parameter nicht unabhéingig vom Maf} geschéitzt
werden konnen. Es stellt sich die Frage, ob ein einzelnes Maf ein sinnvoller Indi-
kator fiir die Urteileriibereinstimmung ist.

Fiir die Analyse der Urteileriibereinstimmung besteht eine Alternative zu ei-
nem Mafl wie k in der Korrespondenzanalyse. Notwendiger Ausgangspunkt fiir
diese Analyse ist allerdings eine Kontingenztabelle mit mindestens K = 4, die al-
lerdings in vielen Untersuchungen gegeben ist. Die Korrespondenzanalyse besteht
in einer Analyse der Residuen

g = (2.7.95)

Es wird iiblicherweise argumentiert, dass die x;; die systematischen Anteile in den
Urteilskombinationen enthalten. Aber wie bei Scotts m oder Cohens k bedeutet
die Subtraktion von 7;; nicht, dass die n;; von irgendwie zuféllig zustande gekom-
menem Urteilen bereinigt werden, — schon weil die Strukturen, die systematische
Abhingigkeiten in den n;; erzeugen, natiirlich auch in den Randsummen n;; und
n.j enthalten sind (vergl. Gln (2.7.43) und (2.7.44)). Die Gleichung (4.9.74) stellt
zunéichst einmal nur eine Beziehung zum x? der Tabelle her.

Durch eine Hauptachsentransformation der Matrix X = (z;;) werden latente
Variablen bestimmt, die so skaliert werden, dass die Varianzanteile pro latenter
Variable in unabhiingige x2-Anteile transformiert werden. Man betrachtet also so
viele latente Variable, wie notig sind, um das Gesamt-y? zu erkliren. Das Resultat
der Korrespondenzanalyse ist ein Biplot, in dem die Kategorien Cy,...,Cx durch
Punkte représentiert werden, und zwar einmal dem Gebrauch durch den Urteiler
A entsprechend, und zum anderen dem Gebrauch des Urteilers B entsprechend.
Liegen die Punkte etwa von Cj nahe beieinander, so wird Cp von beiden Urtei-
lern in dhnlicher Weise gesehen, liegen sie weiter auseinander, so werden unter-
schiedlich Sichtweisen reflektiert. Allerdings konnen die (euklidischen) Distanzen
zwichen zwei Punkten nur dann direkt auf Unterschiede hin interpretiert werden,
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wenn sich die Punkte auf denselben Urteiler beziehen. Die euklidischen Distan-
zen zwischen zwei Punkten, die zu unterschiedlichen Urteilern korrespondieren,
konnen nur iiber das Skalarprodukt der Vektoren, die vom Koordinatenursprung
zu den Punkten zeigen sinnvoll gedeutet werden. Sind u und v zwei Vektoren mit
der gleichen Anzahl von Komponenten, so gilt fiir das Skalarprodukt

u'v = cos ¢||ul|||v]|, (2.7.96)

wobei ¢ der Winkel zwischen den Vektoren ist und ||u|| und ||v|| die Léngen der
Vektoren sind. Da cos¢ — 1 fiir ¢ — 0 folgt, dass u’v bei gegebener Linge der
Vektoren maximal wird, wenn der Winkel zwischen ihnen gleich Null ist. Sofern
die latenten Variablen Merkmale représentieren, durch die die Kategorien defi-
niert werden, bedeutet also die Tatsache, dass zwei Punkte auf einer Geraden
liegen, die durch den 0-Punkt des Koordinatensystems fiihrt, dass die Kategorien
durch die Auspréigungen (u11,u12) und (ua1, uge) der latenten Merkmale definiert
sind mit w91 = aui, uss = auqs — die Auspriagungen unterscheiden sich nur durch
eine beiden Komponenten gemeinsame Proportionalitdtskonstante a. Fiir ¢ — 1
strebt cos ¢ gegen Null und die beiden Punkte sind die Endpunkte orthogonaler
Vektoren. Dies bedeutet, intuitiv gesprochen, dass die beiden Kategorien beziig-
lich ihrer Ausprigung auf den latenten Dimensionen nicht miteinander korrelie-
ren. Eine ausfiihrliche Darstellung der Korrespondenzanalyse wird in Mortensen
(2010) gegeben.

Beispiel 2.7.2 Die Anwendung der Korrespondenzanalyse 148t sich anhand der
Daten von Westlund und Kurland (1953) illustrieren, die von Landis & Koch
(1977) in Bezug auf das Cohensche « diskutiert werden. Westlund et al. unter-
suchten die Diagnosen von Arzten beziiglich der Moglichkeit der Multiplen Skle-
rose (MS). Verschiedene Arzte beurteilten die Symptome von Patienten, indem
sie eine von 4 moglichen Kategorien angaben: (1) Sicherlich MS, (2) Wahrschein-
lich MS, (3) Moglicherweise MS (Chancen 50 : 50), (4) unwahrscheinlich bzw.
sicherlich nicht MS. Es gab zwei Stichproben von Patienten: eine stammte aus
Winnipeg (Manitoba), die andere aus New Orleans (Lousiana). Die Winnipeg-
Stichprobe wurde zuerst von Arzten aus Winnipeg beurteilt, und dann wurden
die Sypmptome von Arzten in New Orleans beurteilt. Die Ergebnisse wurden in
einer 4 x 4-Tabelle zusammengefasst: die Zeilenkategorien waren die Katgegorien
(1) bis (4), wie sie von den New Orleans-Arzten benutzt wurden, die Spaltenka-
tegorien waren die gleichen Kategorien, aber wie sie von den Winnipeg-Arzten
verwendet wurden. In analoger Weise ergab sich eine Tabelle fiir die New Orleans-
Patienten, die sich aus den Urteilen der New Orleans-Arzten (Spalten) und den
Winnipeg-Arzten (Zeilen) ergab. Ganz offensichtlich sind sich die Arzte nicht im-
mer dariiber einig, welche Kategorie die korrekte ist, denn wiren sie es, miifiten
alle Zellen der Tabellen aufler denen in der Diagonale leer sein. Die Frage ist, ob
die Abweichungungen von perfekter Ubereinstimmung rein zufilliger Natur sind
oder ob sie einen systematischen Trend enthalten. Diese Frage wurde von Landis
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Tabelle 11: Beurteilung zweier Patientengruppen beziiglich der Moéglichkeit von
Multipler Sklerose. Zeilen der Winnipeg-Gruppe: Beurteilung durch die New
Orleans-Neurologen, Zeilen der New Orelans-Gruppe: Beurteilung durch die
Winnipeg-Neurologen.

Winnipeg-Gruppe

New Orleans-Gruppe

New Orl.

Winnipeg-Neurologe

New Orl.

Winnipeg-Neurologe

Neurol. | (1) (2) (3) (4) | Newol | (1) (2) 3) (4

®) 38 5 0 (1) 1) 5 3 0 0
(2) 33 11 4 0 (2) 3 11 4 0
(3) 10 14 5 6 (3) 2 13 3 4
(4) 3 7 3 10 (4) 1 2 4 14

und Koch (1977) diskutiert. Aufler zufélligen Unterschieden in der Beurteilung
konnen sich einerseits die Stichproben voneinander unterscheiden, andererseits
konnen sich die Neurologen aus Winnipeg und die aus New Orleans systema-
tisch in ihren Diagnosen unterscheiden. Auf die statistischen Betrachtungen von
Landis und Koch soll hier aus Platzgriinden nicht weiter eingegangen werden;
statt dessen wird das Ergebnis von Korrespondenzanalysen der beiden Tabellen
vorgestellt (vergl. Abschnitt 4.9.8, wo eine kurze Beschreibung des Verfahrens
gegeben wird). Die x2-Werte beider Tabellen sind hochsignifikant, was eine et-
was triviale Feststellung ist, da die Haufigkeiten in den Tabellen deutlich zeigen,
dass die beiden Urteilergruppen die jeweiligen Fille zumindest &hnlich beurteilen.
Die Korrespondenzanalyse liefert nun eine graphische Darstellung der Relationen
zwischen den Zeilenkategorien einerseits und den Spaltenkategorien andererseits.
Die erste Dimension (z-Achse) ist diejenige Dimension, die den grofiten Teil des
x2-Wertes einer Tabelle erklirt. Auf dieser Dimension werden die Kategorien (1)
bis (4), also von ”sicherlich” bis ”sicherlich nicht” abgebildet, was zu erwarten ist.
In der Winnipeg-Gruppe werden 87.6 % des Gesamt-x? durch diese Dimension
erklart. Bei der zweiten Dimension kann es sich um ein Artefakt (“horse shoe
effect”) handeln. Bei der New Orleans-Gruppe werden immerhin noch 72.43 %
des Gesamt-x? durch die erste Dimension erklirt; wiederum konnte die zweite
Dimension ein Artefakt sein. Das Wesentliche an beiden Analysen ist aber, dass
die Punkte fiir die "Eigen”beurteilung (schwarze Késtchen, also die Winnipeg-
Patienten durch Winnipeg-Neurologen, die New Orleans-Patienten durch New
Orleans-Neurologen) stets dicht beieinander liegen, — mit der Ausnahme der Ka-
tegorie (2)(wahrscheinlich MS) bei der Winnipeg-Gruppe, die bei der Fremdbe-
urteilung dichter an die Kategorie (1) und bei der Eigenbeurteilung dichter an
die Kategorie (3) gerit, und bei der New Orleans-Gruppe ist es die Kategorie (3)
(moglicherweise MS), die bei der Eigenbeurteilung niher an der Kategorie (2)
liegt, wihrend bei der Fremdbeurteilung durch Winnipeg-Neurologen die beiden
Kategorien mehr voneinander getrennt erscheinen. ([l
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Abbildung 17: Korrespondenzanalysen der Daten aus der Tabelle 11. Offe-
ne Kisten in der Abbildung fiir die Winnipeg-Gruppe: Beurteilung durch die
New Orleans-Neurologen, in der Abbildung fiir die New Orleans-Gruppe: Be-
urteilung durch die Winnipeg-Neurologen. Schwarze Kisten: Beurteilung der
Winnipeg-Gruppe durch Winnipeg-Neurologen, der New Orleans-Gruppe durch
New Orleans-Neurologen. Triigheit: entspricht dem y?-Anteil, der durch die Di-
mension erkldrt wird. (1):sicherlich MS, (2): wahrscheinlich MS, (3): moglicher-
weise MS, (4): unwahrsch. bis sicherlich keine MS. Winnipeg-Daten: y? = 64.4,
New Orleans-Daten: y? = 44.07 (beide hoch signifikant).
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Das folgende Beispiel illustriert den Fall zweier Klassifikationen, von denen
eine als Goldstandard interpretiert wird:

Beispiel 2.7.3 Es soll die Méglichkeit, Erkrankungen der Cervix (Gebdrmuter-
hals) anhand von Bildern zu diagnostizieren, die mittels der Optical Coherence
Tomography (OCT) gewonnen wurden. Zu diesem Zweck wurden einerseits Ge-
webeproben entnommen, die nach Mafinahme des histologischen Befundes klas-
sifiziert wurden, und von den gleichen Proben wurden OCT-Bilder gefertigt, die
von einer unabhéngigen Gutachterin ("Expertin”) klassifiziert wurden. Die Klas-
sen waren: 0 = gesund, 10 = Entziindung, CIN 21, CIN 22, CIN 23. Die Klassen
CIN 21, CIN 22 und CIN 23 représentieren, ranggeordnet nach Ausprigung,
Vorformen einer Krebserkrankung. Die Urteile der Histologin (Pathologin) sowie
der OCT-Expertin wurden in der folgenden Tabelle zusammengefasst:3¢ Es zeigte
sich, dass die verschiedenen Kategorien mit unterschiedlicher Haufigkeit identisch
verwendet wurden, wie die Abbildung 18 (a) zeigt. Akzeptiert man die Urteile
der Histologin als Goldstandard, so bedeuten die Daten aus (a), dass die OCT-
Expertin fiir die Kategorien 0 und 23 relativ haufig "korrekte” Urteile fallt. Fiir
die Kategorien 21 und 22 sinkt der Anteil "korrekter” Urteile auf = .6, und bei der

36Die Daten wurden freundlicherweise von Frau cand. med. Rebecca Gaschler zur Verfiigung
gestellt.
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Tabelle 12: Kontingenztabelle der Urteile (i) anhand des histologischen Befundes
(Zeilen) und des OCT-Befundes (Spalten). (x? = 261.437, df = 16, p = .000,
Cohens k = .65, Sensitivitit = 91%, Spezifitit = 78%)

L1 | ocT |

0 21 22 23 10| X

0|67 3 0 0 0| 70

2113 13 4 3 0] 23

Hist {220 1 10 6 0 | 17
23/]0 2 1 20 O | 23

1010 2 &5 2 6|15

|7 21 20 31 6 | 148

Kategorie 10 (Entziindung) sinkt sie gar auf ~ .4. Es ergab sich x = .65, wobei
die Sensitivitdt der OCT-Expertin bei .91 liegt und ihre Spezifitit .78 betrigt.
Angesichts der Daten in Abbildung 18 (a) wird deutlich, dass die Sensitivitéts-
und Sperzifititswerte eine relativ geringe Aussagekraft haben.

Weitere Einsicht in die Struktur der Urteilsprozesse liefert die auf die Ta-
belle 12 angewandte Korrespondenzanalyse. Die Tabelle enthélt relativ viele 0-
Haufigkeiten, so dass angemerkt werden muf3, dass die Analyse in erster Linie illu-
strierenden Charakter hat. Die Abbildung 18 (b) zeigt den resultierenden Biplot.
Man kann davon ausgehen, dass es mindestens 2 latente Dimensionen gibt, die
den Urteilsprozess bestimmen: diese Dimensionen erkiren ca 75% des Gesamt-y?
der Tabelle. Die erste Dimension scheint in erster Linie die Schwere der Erkran-
kung, vermutlich aber die Deutlichkeit, mit der eine Erkrankung diagnostiziert
werden kann zu représentieren. Die Kategorien 22, 23 und 10 wiirden dann als
“gleich als ’krank’ diagnostizierbar” gelten, wobei allerdings eine differenzierende
Bewertung beziiglich der zweiten Dimension in die Betrachtung einzubeziehen
ist. Von der Kategorie 23 ausgehend zunehmend iiber die Kategorie 22 zur Kate-
gorie 10 scheint die OCT-Expertin die zweite Dimension als geringer ausgeprigt
zu sehen. Die hier représentierten Befunde korrespondieren zu Berichten iiber
ausgedehnte Diskussionen iiber die unterschiedliche Bewertung insbesondere der
Kategorie 10.

Die sehr dhnlichen Werte fiir die bedingten Wahrscheinlichkeiten “korrekter”
Urteile fiir die Kategorien 21 und 22 gehen entweder zuriick auf eine Ahnlichkeit
dieser Kategorien derart, dass das Erscheinungsbild von Geweben, die zu einer
dieser Kategorien gehoren, oft keine eindeutigen Entscheidungen zulafit (visuelles
"Rauschen”), oder dass es systematische Unterschiede zwischen den beiden Exper-
ten (Histologin versus OCT-Expertin) gibt. Anhand der relativen Haufigkeiten
kann nicht zwischen diesen Moglichkeiten unterschieden werden. Der Biplot legt
jedoch nahe, dass die Hypothese der Verrauschtheit der Proben und der zu ihnen
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Abbildung 18: (a) Ubereinstimmung der OCT-Expertin mit der Histolo-
gin: Dargestellt werden die Schétzungen von bedingten Wahrscheinlichkeiten
P(C;,0CT|Cj, Histol) von CIN-Kategorisierungen C; anhand eines OCT-Bildes
gegeben die gleiche Kategorisierung durch die Histologin (natiirlich ohne explizite
Kenntnis der histologischen Diagnose). Die CIN-Kategorien sind nach den Werten
dieser bedingten Wahrscheinlichkeiten ranggordnet worden. Fiir die Kategorien
0 (gesund) und 23 ist die Ubereinstimmung recht gut, fiir die Kategorien 21 und
22 sinkt sie auf ~ .6 und fiir die Kategorie 10 (Entziindung) sinkt sie auf weni-
ger als .4. (b) Korrespondenzanalyse der Klassifikationen anhand histologischer
und OCT-Befunde; die beiden Dimensionen erkliren ca 75% des Gesamt-x?, der
Tabelle. Die unterschiedlichen Einschétzungen insbesondere der CIN 10 beruhen
offensichtlich auf unterschiedlichen Einschitzungen des durch die Dimension I1
reprasentierten Merkmals.

(2) (b)
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Rangplitze der CIN-Kategorien Cj Dimension 1 (49.84%)

korrespondierenden Bilder am ehesten auf die Kategorie 21 zutrifft, die geringe
FEinigkeit der beiden Experten also auf Zufélligkeiten in der Beurteilung zuriick-
zufithren ist, nicht aber auf konzeptuelle Unterschiede in der Bewertung, denn
im Mittel wird die Kategorie 21 von beiden Experten als im gleichen Ausmaf}
durch das Merkmal charakterisiert gesehen, das durch die erste latente Dimensi-
on abgebildet wird. Konzeptuelle Unterschiede deuten sich zunéchst beziiglich der
Kategorie 23 an, die einerseits noch gering zu sein scheinen und die dariiber hin-
aus als nur wenig verrauscht erscheint (die Beurteilungen stimmen in ca 87.5% der
Fille iiberein). Systematische, also konzeptuelle Unterschiede in der Bewertung
erscheinen deutlich ausgeprégter bei der Kategorie 22 und am deutlichsten bei der
Kategorie 10. Die zweite Dimension scheint im wesentlichen zwischen krebsarti-
gen Erkrankungen einerseits und der Entziindung andererseits zu differenzieren.
Die OCT-Expertin hat demnach im Vergleich zur Histologin eine Tendenz, eher
in Richtung der Kategorie ’Entziindung’ zu klassifizieren. Es ist klar, dass ein
einzelnes Mafl wie x differenziertere Betrachtungen wie diese nicht zuléft. O
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2.7.9 Log-lineare Modelle und Urteileriibereinstimmung

Wie auch bei der Korrespondenzanalyse geht es darum, Muster von Ubereinstim-
mungen und systematischen Abweichungen in den Urteilen verschiedener Beob-
achter zu entdecken. Wihrend die Korrespondenzanalyse im Wesentlichen ein de-
skriptives Verfahren ist, das eine visuelle Repréisentation dieser Systematik liefert,
erlaubt die log-lineare Analyse die inferenzstaistische Bewertung von Interakti-
onskomponenten — ihr Nachteil ist die mangelnde Anschaulichkeit.

Urteilen die Experten, Diagnostiker etc stochastisch unabhénig voneinander,
so sollten sich die Haufigkeiten n;; der Kontingenztabelle geméfl dem allgmeinen
Satz P(AN B) = P(A)P(B) fiir unabhingige Ereignisse A und B vorhersagen
lassen: Ist A; das (zuféllige) Ereignis, dass Beurteiler A die i-te Kategorie fiir
einen Fall gew#hlt hat, und ist B; das zufillige Ereignis, dass Beurteiler B fiir
den gleichen Fall die j-te Kategorie gewéhlt hat, so ist n;;/N die Schatzung fiir
P(A;N Bj) und es sollte

~ ~ ~ N4 N4j

P(AiN Bj) = P(A)P(B)) = =+
fiir den Fall stochastischer Unabhéngigkeit der Urteiler gelten. Fiir n;; ergibt sich
daraus die "Vorhersage”

N LMy

Nun sind die e-Funktion und der Logarithmus (zur Basis e) Umkehrfunktionen
zueinander, d.h. fir beliebiges z gilt « = €'°8*. Dann gilt insbesondere

flij = €87,

und fiir den Fall stochastischer Unabhéngigkeit hat man
log 7;; = lognit + logng; —log N = u + u; + vj. (2.7.98)

Dies dhnelt der Strukturgleichung fiir eine 2-dimensionale Varianzanalyse ohne
Wechselwirkung: Die log ;; lassen sich bei stochastischer Unabhéngigkeit in zwei
"Haupteffekte” u; und v; und einen globalen Effekt u zerlegen. Gilt die stochasti-
sche Unabhéngigkeit nicht, so mul man noch einen zusétzlichen Term §;; schét-
zen, der die Wechselwirkung zwischen den Kategorien A; und B; représentiert:

logni; = w +u; +vj + (51']‘ (2.7.99)

0;; représentiert einen systematischen Teil des Urteilsverhaltens. Solche Teile miis-
sen, wenn die Annahme stochastischer Unabhéngigkeit nicht gerechtfertigt ist,
nicht fiir alle (4, j) existieren, und man wird ein Modell mit miminaler Anzahl
von 0;; # 0 suchen. Die géngigen Statistikpakete enthalten Module, mit denen
das bestpassende Modell gefunden werden kann. Ein solches Modell kann dann
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hilfreich sein, z.B. systematische Fehlbeurteilungen bei einem Urteiler relativ zu
einem "Goldstandard” (etwa der Befund der Pathologie versus der Inspektion
durch einen Chirurgen bei der Diagnose von Krebserkrankungen) aufzudecken,
die nur bei bestimmten Kategorien auftreten; globale Mafle wie s erlauben eine
derartige Analyse nicht.

Log-lineare Modelle zur Analyse von Urteilsverhalten sind etwa von Tanner
und Young (1985), Agresti (1992) und Graham (1995) vorgeschlagen worden.

2.7.10 Logistische Regression und die Rolle von Kovariaten

Methoden, wie etwa die logistische Regression, erlauben es, bestimmte Hypothe-
sen iiber die Art systematischer Trends, falls diese existieren, inferenzstatistisch
anzugehen. Zuerst scheint dieser Ansatz von Coughlin, Pickel, Goodman und
Wilkens (1992) vorgeschlagen worden zu sein. Lipsitz, Parzen, Fitzmaurice und
Klar (2003) weisen aber darauf hin, dass bei der Arbeit von Coughlin et al.
die Moglichkeit zufilliger Ubereinstimmung der Urteile verschiedener Beurteiler
nicht addquat beriicksichtigt worden sei und demonstrieren die Implikation dieser
Vernachldssigung, ndmlich die systematische Verzerrung der Schiatzungen der Re-
gressionskoeffizienten, durch die ein falsches Gewicht auf die angebliche Wirksam-
keit bestimmter Pradiktoren geworfen wird, d.h. es werden Pseudoabhéngigkeiten
als genuine, durch irgendwelche Merkmale erzeugte Abhéngigkeiten interpretiert.
Sie schlagen deswegen einen 2-stufigen Ansatz vor, in dem ein "offset” geschétzt
wird, der die zufiillige Ubereinstimmung beriicksichtigt. Die Autoren betrachten
als Beispiel die Beurteilung von Verhaltensweisen von Kindern als "psychophatho-
logisch”. Eine solche Beurteilung kann durch Eltern erfolgen, oder durch Lehrer.
Diese beiden Gruppen von Beurteilern konnen sich systematisch voneinander un-
terscheiden, und der Effekt der Zugehorigkeit zu einer dieser beiden Gruppen
kann iiber die logistische Regression modelliert werden. Natiirlich kann es auch
systematische Unterschiede zwischen den beurteilten Gruppen geben; bei dem in
der Tabelle 11 gezeigten Beispiel kann es ja sein, dass die in Winnipeg beurteilten
Personen sich systematisch von der Gruppe aus New Orleans unterscheiden. Es
kann aber noch eine dritte Variable hinzukommen, ndmlich die Zeit, die zwischen
den Beurteilungen durch Eltern und Lehrern vergangen ist.

Lipsitz et al. gehen zunéchst aus von der
Annahme: Die Beurteilungen durch verschiedene Beurteiler sind unabhéngig

voneinander, d.h. die Beurteilungen erfolgen ohne Kenntnis der Beurteilungen in
der jeweils anderen Gruppe.

Um die Rolle zufilliger und systematischer Effekte modellieren zu kénnen,
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werden zunéchst die folgenden Indikatorvariablen eingefiihrt:

V. 1, -te Person erhilt "positive” Beurteilung durch Urteiler 7,
b 0, i-te Person erhilt "negative” Beurteilung durch Urteiler r

(2.7.100)
wobei i =1,...,m und r = 1, 2. Weiter sei
v — 1, die Urteiler stimmen bei der ¢-ten Person iiberein, (2.7.101)
1 0, die Urteiler stimmen bei der i-ten Person nicht iiberein o
Der Wert von Y; kann durch die Werte der Y, ausgedriickt werden:
Y; = Y Yo + (1 = Y;1)(1 — Yio). (2.7.102)

Denn wenn beide Urteiler "positiv” urteilen, ist Y;; = Y;o = 1 und natiirlich ist
dann auch Y;1Y;e = 1. Gleichzeitig gilt 1 —Y;1 =1—Y;o =0, und Y; =1+0=1.
Urteilen beide "negativ”, so ist ¥;;1Y;s = 0und 1 —Y;; = 1 — Y2 = 1, so dass
wiederum Y; = 1 ist. Urteilen sie aber unterschiedlich, so ist eine der beiden
Variablen Y;, = 0 und die beiden Produkte werden notwendig gleich Null, also
folgt Y; = 0.

Urteilen die Urteiler — wie vorausgesetzt — unabhéngig voneinander, so gilt
fiir die Wahrscheinlichkeit einer Ubereinstimmung?”

PYi=1) = PYyu=Yp=1VY1=Yp
— P(Yn=Yn=1)+P(Y1=Yp=0)  (2.7.103)

denn die Ereignisse Y;; = Yjo = 1 und Y;; = Y2 = 0 koénnen nicht zugleich
auftreten, d.h.
PYii=Yip=1AY;1 =Y;3=0)=0.

Setzt man nun p;, = P(Y;, = 1) und nimmt die Unabhéngigkeit der Beurteilungen
an, so ist wegen

P(Yii=Yn=1)=PY; =1AYa=1)=P(Yy = 1)P(Yi2 = 1) = pipia-
Analog dazu gilt
P(Yi =Y =0)=(1-pi1)(1—pi2).

Damit erhélt man fiir die Wahrscheinlichkeit einer zufilligen Urteileriibereinstim-
mung

P(Y;=1) =papie + (1 — pin)(1 — pi2). (2.7.104)

37y steht fiir das einschlieBende ’oder’; A fiir 'und’.
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Beispiel 2.7.4 Zur Illustration werde p;1 = p;2 = .1 angenommen. Dann ist die
Wabhrscheinlichkeit einer zufilligen Ubereinstimmung gleich

P(Y;=1)=.1%2 4.9 = 82.
Gilt andererseits p;1 = p;2 = .5, so erhélt man
P(Y;=1)= .52+ 5% = 5.

Man kann nun auch den Fall betrachten, dass zwar die Urteiler das in Frage
stehende Merkmal mit gleicher Wahrscheinlichkeit festellen ("Psychophatisches
Verhalten”) und diese Wahrscheinlichkeit fiir eine Gruppe — z.B. Altersgruppe —
typisch ist, aber fiir verschiedene Gruppen — verschiedene Altersgruppen — ver-
schieden ist. Gilt also bei einer jiingeren Gruppe von Kindern p;; = pjo = .1, bei
einer dlteren (etwa pubertierenden) aber p;; = p;2 = .5, so zeigen die Rechnun-
gen, dass die Wahrscheinlichkeit zufilliger Ubereinstimmung in beiden Gruppen
verschieden ist. O

Die Rolle von Kovariaten: Der Wert der Wahrscheinlichkeit P(Y; = 1) kann
sowohl von der beurteilten (i-ten) Person, aber auch von den Urteilern abhéin-
gen. Die i-te Person kann durch einen Vektor x; charakterisiert werden, dessen
Komponenten "Dummy”-Variablen sein kénnen, etwa x;; = 1, wenn die Person
weiblich ist, und x;; = 0, wenn sie ménnlich ist. Eine zweite Komponente kann
ihr Alter angeben, etc. Die Urteiler ("Rater”) stammen aus einer Population von
Urteilern und kénnen sich ebenfalls voneinander unterscheiden, etwa hinsichtlich
ihrer Erfahrung (Jahre gutachterlicher Tétigkeit), hinsichtlich ihres Geschlechts,
das einen systematische Einflul auf die Urteile haben kann, etc. Man kann hier-
fiir urteilerspezifische Vektoren x;,. einfithren, wobei hier r = 1,2 gelte. Fiir das
Ereignis Y; = 1 kann nun ein logistischer Regressionsansatz gemacht werden. Es
sei
pi = P(Y; = 1|x4, X1, Xi2).

Man hat dann das logistische Modell

Logit(p;) = log : plp‘ — X;BO + X;lﬁl + ngﬁg. (2.7.105)

- M

Die 3; sind zu schitzende Regressionsgewichte. Die Hypothese
Hy: Bo=p1=B2=0

besagt, dass die Urteileriibereinstimmungen nur zufillig sind, es also keine syste-
matischen Einfliisse (i) der beurteilten Personen und (ii) der urteilenden Personen
gibt. Die Wahrscheinlichkeiten p;, in (2.7.104) kénnen explizit in der Form

pir = P(Yir = 1]x41,X42)

geschrieben werden. Héangen die p;. tatséchlich von den Kovariaten x;. ab, so
kann p; = P(Y; = 1) mit x; und den x;, kovariieren (3; # 0), obwohl die Uber-
einstimmung durch Zufall zustande kommt:
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Beispiel 2.7.5 (Illustration) Es soll gezeigt werden, dass ein Regressionsge-
wicht # 0 geschiitzt werden kann, obwohl die Ubereinstimmung rein zufillig und
ohne systematische Komponenten ist.

Dazu sei x; = 1, wenn die i-te Person zur jiingeren Gruppe gehort, und x; = 0,
wenn sie zur dlteren Gruppe gehort. Das logistische Modell (2.7.105) nimmt dann
die Form

Logit(pi) = By + Prz;. (27106)
Insbesondere gelte Sy = 0 und f; = —2.20. Ist eine dltere Person (z; = 1) "positiv”
beurteilt worden, so ist das diesem Ereignis entsprechende Logit
Logit[pi(z; = 1)] = —2.20z; = —2.2,
und (2.7.106) impliziert
pz(Xz = 1) = 6_2'2 = .5,

und fiir eine jiingere Person findet man

fiir beide Urteiler. Man erhélt, wie schon in der ersten Illustration berechnet,
P(Y; = 1) = .82 fiir die jiingeren Personen, und P(Y; = 1) = .5 fiir die &lteren
Beurteilten. Betrachtet man nun den Quotienten der Logits, so hat man

Logit[F(z; = 1)]
Logit[P;(x; = 0)]

= (1 = 4.56.

Man erhélt eine von Null verschiedene Schitzung fiir das Regressionsgewicht (i,
also fiir den Altersfaktor, obwohl die Ubereinstimmung rein zufillig ist! ]

Um von Null verschiedene Schiitzungen fiir Regressionsparameter zu vermei-
den, wenn die Ubereinstimmungen nur zufillig sind, schlagen Lipsitz et al. eine
Modifikation des Ansatzes der logistischen Regression vor. Dazu betrachte man
die in (2.7.104) gegebene Wahrscheinlichkeit einer zufilligen Ubereinstimmung
P(Y; = 1), und definiere

n; = Logit[P(Y; = 1)]. (2.7.107)

Das logistische Modell (2.7.105) kann nun ersetzt werden durch das Modell
Logit[pi(xi)] =n; + Bo + Prx;. (2.7.108)

Die Schreibweise p;(xz;) fiir p; soll andeuten, dass p; eine Funktion von z; ist.
Ebenso ist n; = 77(%‘) eine Funktion von z;. Man findet dann

pl(l)/(l — pl(l)) 'rh(()) B 6131
<p1-<0)/<1 —pi(o») ) = (2.7.109)

Hierin ist p;(1)/(1 — p;(1)) die "Wettchance” (Odds) fiir die "positive” Beurtei-
lung fiir einer jiingeren Person, und (1 — p;(0)) sind die Odds fiir eine "positive”
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Beurteilung einer élteren Person. Der Quotient dieser Odds und dem Quotienten
ni(1)/ni(0), charakterisiert die Chancen einer positiven Beurteilung und jiingeren
versus dlteren Probanden, wenn die Ubereinstimmung nur zufillig ist. Fiir 8; = 0
ist der Quotient in (2.7.109) gleich 1, d.h.

pi(1)/(1 = pi(1)) _ ni(1)
pi(0)/(1 =pi(0))  mi(0)’

d.h. der Quotient auf der linken Seite entspricht dem fiir zufiillige Ubereinstim-
mung.

Die Grofle n; mufl geschitzt werden. Dazu mufl p;- — die Wahrscheinlichkeit,
dass die i-te Person eine "positive” Bewertung durch den r-ten Urteiler erhélt —
geschéitzt werden. Dazu wird das Regressionsmodell

Logit(pir) = X, v1r + X;y2r, 7 =1,2 (2.7.110)

angesetzt. Urteilen die beiden Rater mit ungleichen Wahrscheinlichkeiten, so ist
(711,721) # (712, 722), andernfalls (y11,721) = (712, 722)-

Die Schétzungen fiir die 5- und y-Parameter erhélt man in einem 2-Schrittverfahren:

1. Uber eine logistische Regression erhilt man eine Schitzung fiir Y;, mit den
Pradiktoren (x;,x;.) und damit fir p;,.
2. Man erhélt eine Schéitzung
fli = Logit[pi1piz + (1 — pin) (1 — Piz)- (2.7.111)
Damit wendet man eine logistische Regression fiir Y; auf KXi,AXil,XiQ) an,

wobei 7; eingesetzt wird. Dies liefert die Schétzungen (51, B2, 83).

Lipsitz et al. diskutieren ihren Ansatz in Bezug auf die Diagnose von "Psycho-
pathology” bei (i) 5 — 8 Jahre alten Kindern, und (ii) 9 — 11 Jahre alten Kindern
und priifen insbesondere das Modell

Logit(p;) = i + Bo + B1AGE; + f2Gender; + S3TIMELAG,;. (2.7.112)

Die Details sollen hier nicht weiter ausgefithrt werden, interessierte Leser konnen
sie in der Arbeit von Lipsitz et al. finden.

2.7.11 Latente Klassen und diagnostische Ubereinstimmung

Bei diesem Ansatz wird von der Idee Gebrauch gemacht, dass manifeste — al-
so irgendwie gemessene — Variable oft in Bezug auf latente, also nicht direkt
gemessene Variable interpretiert werden, wobei im Allgemeinen die Anzahl der
latenten Variablen geringer als die Anzahl der manifesten Variablen ist. Die Fak-
torenanalyse ist das bekannteste Modell fiir latente Variable, dessen Anwendung
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aber auf metrische Variablen begrenzt ist. Die in diagnostischen Situationen be-
nutzten Antwortkategorien sind aber oft nicht metrisch, sondern nur kategorial.
Die folgende Tabelle gibt einen Uberblick iiber Methoden, von Daten auf latente
Variablen zu schlieBen: Es sei wieder x = (x1,...,x,) der Vektor, der die Sym-

Tabelle 13: Verfahren zu Identifikation latenter Variablen

Manifeste Var.

Lat. Variablen metrisch kategorial
metrisch Faktorenanalyse latent trait
analysis;

Fakt’analyse von
kateg. Variablen

kategorisch latent profile latent class
analysis analysis
analysis of mixtures

ptome représentiert, und y = (y1,...,¥q) sei ein Vektor, dessen Komponenten
latente Variablen abbilden. f(x) sei die Dichtefunktion fiir x, und h(y) sei die
Dichtefunktion fiir y. g(x|y) sei die bedingte Dichte fiir x, gegeben y. Dann gilt
ganz generell

160 = [ ni)atxly)iy (27.113)
Y

Abhéngigkeiten zwischen den manifesten Variablen werden durch die latenten
Variablen erzeugt. Ist eine vollstéindige Menge latenter Variablen gegeben, so
sind die z; statistisch unabhéngig, wenn die latenten Variablen konstant gehalten
werden, d.h. die Abhéngigkeiten zwischen den manifesten Variablen werden durch
die Variation der latenten Variablen erzeugt. Diese Deutung der Wirkung latenter
Variablen ist die

Annahme der lokalen Unabhingigkeit: Sie spielt in der nicht-klassischen
Testtheorie eine bedeutende Rolle. Dann gilt

p

g(x[y) = [ [ gi(wily)- (2.7.114)
=1

Bartholomew (1987), p. 5, weist darauf hin, dass man diese Annahme nicht em-
pirisch testen kann, da es keine Moglichkeit gibt, y festzuhalten: In jedem Fall
haben die latenten Variablen Werte, die man per definitionem nicht direkt beob-
achten kann, so dass eben kein Test der Annahme durchgefithrt werden kann. Der
Begriff der lokalen Unabhéngigkeit ist denn auch eher eine Art, den Begriff der
Vollstandigkeit der latenten Variablen zu definieren: Gilt die bedingte Unabhén-
gigkeit der x; geméB (2.7.114) nicht, so ist eben die angenommene Zahl latenter
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Variablen noch nicht vollsténdig. Das Ziel ist die Représentation von f(x) durch

160 = [ 1) [[stailviay. (2.7.115)

=1

wobei also der Ausdruck fiir g(x|y) in (2.7.113) durch die rechte Seite von (2.7.114)
ersetzt wurde. Diese Notation 148t den Wert ¢ der Anzahl der latenten Variablen
verschwinden und ist insofern triigerisch. Jedenfalls wird der kleinste Wert von ¢
gesucht, fiir den (2.7.115) gilt.

Die z; sind, im kategorialen Fall, Indikatorvariablen:

2i(k) = { 1, Fall ¢ ist k-ter Kategorie zugeordnet worden (2.7.116)
0, sonst

(2.7.115) wird dann ersetzt durch einen Ausdruck der Form

K N
F) = [ k)= ®. (2.7.117)
k=1 i=1

wobei 7, die a priori-Wahrscheinlichkeit fiir die k-te Klasse ist und m;(k) die
Wabhrscheinlichkeit einer Klassifikation des Falles 7 in die k-te Klasse ist.

Eine Anwendung auf die Urteileriibereinstimmung findet man z.B. in Ueber-
sax & Grove (1990). Das Hauptproblem ist die Schéitzung der Parameter; die
Diskussion wird hier iibergangen.

3 Klassische Testtheorie (KTT)

3.1 Die Annahmen der Klassischen Testtheorie
3.1.1 Gulliksens Axiome

In Abschnitt 2.4 wurde der Gesamtteswert (Gleichung (2.4.1), Seite 22) intuitiv
als Messwert im betrachteten Test eingefiihrt. Die Frage ist, wie ein solcher Test-
wert interpretiert werden kann; dazu werden in der KTT die Grofien Reliabilitéat
und Validitét eingefiihrt. Die Herleitung dieser Groflen basiert auf Axiomen, wie
sie zuerst von Gulliksen (1950) zusammengestellt wurden. Es lafit sich zeigen,
dass diese Axiome sich aus der Annahme X = 7 + ¢ (vergl. Gleichung (3.1.1)
weiter unten) herleiten lassen und insofern also keine Axiome sind (Lord & No-
vick (1968), Fischer (1974)). Eine solche Herleitung wird in diesem Skriptum in
Abschnitt 3.1.2 skiziiert.

Die Notation der folgenden Darstellung ist an Lord & Novick (1968), Kapitel
2, orientiert. Demnach bezeichnet a eine Person aus der Population P, g ein Item
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Iy, g=1,...,n. X,y Testwert der Person a € P fiir das g-te Item?®®. Wird eine
beliebige Person aus P betrachtet, ersetzen Lord & Novick den Index a durch
einen Stern, insbesondere schreiben sie X4, wenn die Antwort einer beliebigen
Person auf das Item I, angezeigt werden soll.

Annahmen der KTT: X, und damit X,4, a = 1,...,m und
g,h = 1,... n sind zufillige Verénderliche, fiir die folgenden Erwar-
tungswerte (E), Varianzen (V) und Kovarianzen (K) existieren mogen.

Xug = Tag+eéng (3.1.1)
E(exg) 0 (3.1.2)
K(cxg, Teg) = O (3.1.3)
K(exg, 7vn) = 0 (3.1.4)
K(exg,€ns) = 0 (3.1.5)

Hierin sind 74, 7, die wahren Werte der Person * fiir das g-te bzw. h-te
Item, und e.4, €44, sind die Messfehler bei Messungen mit diesen Items.
Die Annahmen reprisentieren eine Messfehlertheorie des Testens. [J

Aus den Annahmen (3.1.1) und (3.1.2) folgt
E(Xyg) = Tug- (3.1.6)

Der wahre Wert ist demnach einfach der Erwartungswert der zufilligen Verdn-
derlichen X,4. Die Annahme (3.1.2) driickt u. a. aus, dass ein moglicherweise
existierender systematischer Fehler in den wahren Wert absorbiert wird: hétte
man etwa E(e,q) = by # 0, so erhielte man

E(Xsg) = E(Tug) + E(esxg) = Tug + bg.

Setzt man T*g = T*g + by, £;g = €49 — by, so erhilt man X,, = T,ﬁg + aig. Benennt
man nun 7, und &}, wieder in 7., und e,, um, so ist man wieder bei (3.1.1) und
(3.1.2).

Erlduterungen:

1. Die Aussagen (3.1.1) bis (3.1.5) wurden zuerst von Gullicksen (1950) als
"Axiome” der KTT eingefiihrt. Tatséchlich 148t sich zeigen, dass die Aus-
sagen (3.1.2) bis (3.1.5) unter bestimmten, relativ allgemeinen Randbedin-
gungen aus der Annahme (3.1.1) folgen. Herleitungen wurden von Lord &

38Die Notation ist leicht verindert: Lord & Novick schreiben fiir einen Score Xga, wobei a
eine Person, g einen Test (gewdhnlich ein Item, das Item I;) kennzeichnet, wihrend hier X,q4
geschrieben wird. Der Grund dafiir ist, dass Scores oft in einer Marix zusammengefasst werden,
wobei einer eingebiirgerten Konvention zufolge die Zeilen die Personen, die Spalten die Tests
bzw. Items repréisentieren. Da der erste Index eines Matrixelements stets die Zeile, der zweite
die Spalte kennzeichnet, in der das Element steht, kommt es zu der Schreibweise Xggq.
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Novick (1968), Fischer (19707) und Holland & Hoskins (2003) (s. Abschnitt
3.1.2 unten) geliefert.

. Die Annahme (3.1.1) entspricht den Annahmen, die den iiblichen statisti-
schen Verfahren (Allgemeines Lineares Modell (ALM), also z. B. die Re-
gressionsanalyse) unterliegt.

. Die Axiome der KTT enthalten keine explizite Annahme iiber die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung der Fehler e,4. In Lord & Novick (1968) wird ohne
weitere Diskussion davon ausgegangen, dass 44 und insbesondere auch der
Summenscore X, zumindest approximativ (wegen des Zentralen Grenzwert-
satzes) normalverteilt sei. Diese Annahme erlaubt die iibliche Berechnung
eines Konfidenzintervalles fiir normalverteilte Variablen fiir die Schitzung
7, des wahren Wertes des Summenscores (Gesamttestwerts) einer Person.

Die Annahme der Normalverteilung fiir .4 kann sicherlich nicht in aller All-
gemeinheit gemacht werden. Man betrachte dazu den wichtigen Fall dicho-
tomer Items, bei denen z,4 € {0, 1} eine Indikatorvariable ist, d.h. x4y =1
zeigt an, dass die Person a das Item I, "positiv” beantwortet bzw. die Aufga-
be gelost hat. Folgt man der Annahme (3.1.1) und schreibt x,y = Ty + €4,
so folgt e.p, = Xsg — Tug, d.h.

1 —Tug, Tug=1
6*9 —
—Txg, Tag =0

Pro Person und Item ist der Fehler also jeweils nur zweier Werte fihig, der
mithin nicht normalverteilt sein kann. Sinnvoller ist es, eine unterliegende
(und insofern "latente”) Variable £ anzunehmen derart, dass

Tyg =1, wenn £ > Sy
(3.1.7)
Tyg =0, wenn £ < Sy

Hier ist S, ein Schwellenwert fiir die Ausprédgung des Merkmals, das ge-
messen werden soll: ist das Merkmal zum Zeitpunkt der Messung stérker
ausgepréagt als S, so wird das Item "positiv” beantwortet; dieser Fall wird
durch z., = 1 indiziert. Andernfalls wird das Item "negativ” beantwortet,
und dies wird durch z,, = 0 indiziert. £ ist eine zuféllige Verdnderliche, die
normalverteilt sein kann. Je grofler etwa der Erwartungswert bei vorgege-
bener Varianz, desto groler die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses £ > Sj.
Diese Betrachtung fithrt allerdings aus der KTT hinaus und in die nicht-
klassischen (Item-Response) Testtheorien hinein, die in Kapitel 4 behandelt
werden.

Bei einer hinreichend groflen Anzahl dichotomer Items 148t sich oft der
Summenscore X, = g Lga durch eine Normalverteilung approximieren.
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Fiir den Fall, dass I, eine Ratingskala reprasentiert, ist die Annahme der
Normalverteilung nicht immer sinnvoll: werden etwa die Kategorien

(-3,-2,-1,0,1,2,3)

vorgegeben und entspricht eine extreme Position den Ansichten einer Person
(-3, -1, oder 2 bzw. 3), so bewirken Schétzfehler eher eine Abweichung zur
Mitte der Skala, d.h. die Fehlerverteilungen werden asymmetrisch sein. Bei
dichotomen Items und Ratingskalen wird die Normalverteilungsannahme
also bestenfalls approximativ fiir den Gesamtwert gelten.

Insgesamt 1483t sich sagen, dass die Gullicksen-Axiome sicherlich einer Vor-
stellung von Messung entsprechen, die unter bestimmten Bedingungen sinnvoll
sein kann, wenn es etwa verniinftig ist, die Unabhéngigkeit des Messfehlers von
der tatsdchlichen Merkmalsausprigung anzunehmen und wenn in diesem Zusam-
menhang eine symmetrische Verteilung der Fehler angenommen werden kann. Ob
diese Annahmen ohne Weiteres auch fiir Fragebogen und Leistungstests gelten
konnen, mufl allerdings in Frage gestellt werden. Hierauf wird weiter unten noch
eingegangen. Zuerst soll noch der Begriff des wahren Wertes weiter elaboriert
bzw. expliziert werden.

Replikationen und Messwiederholungen: Das Testen oder Befragen einer
Person entspricht der zufilligen Auswahl einer Person aus der Population, zu der
sie gehort. Ist die gewihlte Person gerade die Person a, so ist X, = X4y und
Tsg = Tag- Da die Person a zufillig gew#hlt wurde, wird also auch das, was fiir
die Person charakteristisch ist, zuféllig gewéhlt. Fiir a ist der Erwartungswert 7,4
charakteristisch, mithin ist 7,, eine Realisierung der zufélligen Verénderlichen
Txg- Fiir die zufillige Verénderliche 7., eine Verteilungsfunktion erkléren:

Gig(Tig) = P(1ig < 7). (3.1.8)

G.g4 ist demnach die Wahrscheinlichkeit, zuféllig eine Person mit einem wahren
Wert 7,4 kleiner, héchstens gleich 7 zu finden. Fiir den zufilligen Fehler e, 148t
sich analog die Verteilungsfunktion

H.yg = P(esg < €). (3.1.9)

H,, ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Fehler der Messung bei der zufillig ge-
wiéhlten Person kleiner, hochstens gleich € ist. Wahlt man eine Anzahl von Perso-
nen zufillig aus P aus und die Wahrscheinlichkeit der wiederholten Auswahl einer
Person dabei gleich Null, so stellen die entsprechenden Messungen Replikationen
von Messungen dar. Der Erwartungswert

7y = E(7ug) (3.1.10)

ist der Mittelwert iiber alle 7,4. Der Erwartungswert des Fehlers bei der k-ten
Replikation werde mit Ej(e44,) bezeichnet.
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Von Messwiederholungen ist die Rede, wenn fiir eine gegebene Person a € P
die Messungen den Erwartungswert 7, haben. Nur die Fehler ¢,, sind zuféllige
Groflen.

Operationalistische und Platonische Charakterisierung: Die Definition
(3.1.6) als erwarteter Wert des "Scores” X ist eine operationale oder operationa-
listische Definition; auf die Bedeutung des Ausdrucks 'wahrer Wert’ wird nicht
weiter eingegangen. Der Begriff 'wahrer Wert’ wird nur auf die Stichprobe von
Item, die den Test ausmachen, bezogen. Wird das gleiche Merkmal mit einer an-
deren Stichprobe von Items gemessen, kann sich ein anderer wahrer Wert ergeben.
Ein Bezug auf einen wahren Wert, wie er durch den Parameter 6 in der Definition
2.6.1, Seite 31, eingefiihrt wurde, wird in der KTT nicht geliefert, — auch wenn
dies moglich wire. Fiir eine gegebene Stichprobe von Items Iy, ..., I,, wire dann
T eine Funktion von 6, oder man kénnte

To =7(0a; 11, ..., 1) (3.1.11)

schreiben. Natiirlich wird auch nicht auf eine unterliegende Variable Bezug ge-
nommen, so dass 7, als Erwartungswert dieser unterliegenden Variablen gedeutet
werden konnte, denn die Wahrscheinlichkeit einer Antwort wird ja nicht weiter
modelliert.

Sutcliffe (1965) hat die operationale Definition von der von ihm so genannten
platonischen Definition unterschieden. Lord und Novick (1968) erldutern diese De-
finition anhand des Beispiels eines chicken sexers, einer Person also, die feststellen
soll, ob ein Kiiken ménnlich oder weiblich ist. Demnach hat etwa ein Hidhnchen
den wahren Wert 1, ein Hithnchen den wahren Wert 0, — oder umgekehrt, die Zu-
ordnung dieser Zahlen ist beliebig, sie mufl nur im Folgenden beibehalten werden.
Der chicken sexer vergibt den Score X = 1, wenn er der Ansicht ist, das Kiiken
sei ein Hdhnchen, und X = 0 im Fall, dass er der Meinung ist, es sei ein Hiithn-
chen. Die Klassifikation ist nicht fehlerfrei, korrekte Klassifikationen werden nur
mit bestimmten Wahrscheinlichkeiten getroffen. Von diesen Uberlegungen ausge-
hend konnte eine Verbindung zur Itemfunktion hergestellt werden, zumal es eine
zufiillig fluktuierende Zustandsvariable der getesteten Person ist, deren Wert die
Antwort bestimmt. Im Rahmen der KTT wird dieser Ansatz jedoch normaler-
weise nicht aufgenommen.

3.1.2 Die KTT als Spezialfall einer Item-Response-Theorie

In diesem Abschnitt wird ein Ansatz von Holland & Hoskens (2003) vorgestellt,
demzufolge sich die KTT als Spezialfall einer Item-response-Theorie darstellen
148t; der Abschnitt ist in erster Linie von theoretischem Interesse und liefert u.a.
eine Herleitung der Aussagen (3.1.2), (3.1.3) und des Standarschétzfehlers. Hol-
land et al.’s Ansatz wird nicht vollstédndig présentiert, da einige der Entwicklungen
iiber den Rahmen dieses Skriptums hinausgehen.
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Holland et al. betrachten zunéchst zwei Tests, die die Rohdaten X und Y lie-
fern; dies sind zwei Zufallsvektoren, die von einer einzigen Testperson stammen.
Weiter sei G C P eine Subpopulation von P. G kann ein Geschlecht (ménnlich,
weiblich) bedeuten, oder alle Menschen {iber 30 Jahre alt, etc. s, und s, bezeich-
nen scoring functions, die resultierenden Scores werden mit S, und S, bezeichnet:
Sz = 5:(X), Sy = 54(Y). 55 bzw. s, kann die Anzahl korrekt geloster Aufgaben
sein oder eine irgendwie gewichtete Summe der einzelnen Antworten im Test. Fiir
die scoring functions wird nicht mehr als Eindeutigkeit gefordert; S, und Sy sind
zufillige Verdnderliche iiber P, die die Scores fiir zufillig gew#hlte Personen aus
P liefern.

0, und 0, seien latente Variable. Es werden vier Annahmen gemacht:

1. Eindimensionalitét: 0,,0, € R, d.h. 6, und 0, sind keine Vektoren son-
dern représentieren jeweils nur ein Merkmal.

2. Unabhéngigkeit I: Fiir beliebige Teilpopulation G C P,
P(X,Y|0,,0,,G) = P(X,Y|0,,6,), (3.1.12)

d.h. die gemeinsame Verteilung von X und Y héngt nur von ¢, und 6, ab,
nicht aber von einer speziellen Subgruppe der Population.

3. Unabhéngigkeit II:
P(X,Y|0;,6,) = P(X|04,0,)P(Y|0:,6,), (3.1.13)

d.h. X und Y sind bedingt stochastisch unabhéngig; diese Annahme ent-
spricht der lokalen stochastischen Unabhéngigkeit.

4. Unabhingigkeit III:
P(X|0;,0,) = P(X|0;), P(Y|0y,0,) = P(Y|0,). (3.1.14)

Diese Annahme entspricht ebenfalls der lokalen stochastischen Unabhén-
gigkeit, fordert aber dariiber hinaus, dass die beiden latenten Variablen die
Bedingung der "simple structure” wie sie in der Theorie Faktorenanalyse
definiert wird erfiillen.

Fiir die wahren Werte 7, und 7, soll gelten
T = To(0z) = E(Sz[02), 7y =1y(0y) = E(Sy|6y)- (3.1.15)
Wegen (3.1.12) (Unabhéngigkeit I) gilt dann auch
T = E(Sz]02,G), 7y =E(Sy|6y,G) (3.1.16)

fiir beliebiges G C P. Analog zu den item characteristic functions (Itemfunktio-
nen in diesem Skript) heien die 7,(6;) und 7,(0,) test characteristic functions
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von X und Y. Es wird angenommen, dass sie stetige und streng monotone Funk-
tionen von 6, bzw. 0, sind.

Es mégen nun die {iblichen Annahmen der KTT gelten, wobei X, oder X,
durch Sx ersetzt wird; das ist nicht weiter wesentlich, betont nur, dass S, ir-
gendeine scoring function ist. Fiir Y,4, Y, wird Sy geschrieben. Generell hat man
dann

Sz =Ty + €x, (3.1.17)
wobei der Fehlerterm durch

Er = S:c — Tx (3118)
definiert wird. Weiter gilt

E(wagc) = Tg, (3.1.19)

und die bedingte Varianz von S, wird durch

V(Sz|72) = 02 (72) (3.1.20)
definiert. Dann gilt
Satz 3.1.1 Es gilt
E(eg|rz) = O (3.1.21)
V(5x|7—r) = V(S:t:|7—x) = 0'2,'1 (T:c) (3.1.22)
ot = V(elG) =E(0f,(m]G) (3.1.23)

Beweis: Es ist
E(ee|re) = E(Sz — 7a|m2) = E(Se|7e) — E(7e|72) = 7o — 72 = 0.
Weiter hat man
V(ea|re) = V(Sy — Tulme) = V(Sslm) = 0%, (72),
und schliefllich
V(ez|G) = E(V(e:|G)) + V(E(e4|G, 7)) = E(0F, (1.]G)) + V(0|G),
so dass
V(es|G = IE(U%z (12)|G).
Anmerkung: Die Aussage (3.1.21) impliziert

E(e;|G) =0, fiir irgend ein G C P. (3.1.24)
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Satz 3.1.2 Es gilt
K(eg, 72|G) = 0. (3.1.25)

Beweis: Man hat

K(er, 72|G) = E(ex7a|G) — E(ea| G)E(72|G) — Eea| G)E(7:|G)
= E[E(EJJTLE‘TQH G)‘G] =0
= E[nE(e|m, G)|G] = 0.

O

Anmerkungen: (3.1.25) ist die Aussage (3.1.3), die hier bewiesen wird. (3.1.25)
impliziert sofort

K(ez, S2|G) = K(eg,e:|G) = V(e,|G) = 02 (72) (3.1.26)
K(Sz, 72|G) = K(7p, |G) = V(1,|G) = afle (3.1.27)

In der KTT ist 0., der unbedingte StandardMessfehler, wie im folgenden Ab-
schnitt noch gezeigt werden wird, wihrend die Gleichung (3.1.22) bedeutet, dass
0c,(T2) = 05, (72) der bedingte StandardMessfehler ist. o, | ist eine Zusammen-
fassung von og, (73). O

3.2 Reliabilitidt und ihre Abschitzung
3.2.1 Zum Begriff der Reliabilitit

Auf Seite 9 ist bereits angedeutet worden, was unter Reliabilitét zu verstehen sein
soll: die Fehlervarianz des Tests soll klein sein im Vergleich zur Gesamtvarianz des
Tests. Diese intuitive Definition 148t sich in eine formale Definition iiberfithren, da
ja anhand des Messwerts der wahre Wert "vorausgesagt werden soll: Die Gleichung
X = 7+ ¢ ist ja eine lineare Regressionsgleichung, wie man sieht, wenn man sie
in der iiblichen Form einer Regressionsgleichung schreibt:

r=PBT+a+e¢,

wobei aber 8 =1 und a = 0 gelten soll. Es sei 02 = V(7), 02 = V(X), 02 = V(e).

T - €T
Fiir die Korrelation zwischen den 7- und den X-Werten gilt allgemein

o
Pxr = 677-7
x
und wegen S = 1 hat man
2
2 o g,
Por = O_—é. (3.2.1)
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Andererseits gilt fir g =1

woraus nach Divsion durch o2

folgt, so dass (3.2.1)
(3.2.2)

aqw ‘ mqw

2
,02 _ﬁ_l_
xT 2 T
Oz

ergibt. Fiir 02/02 — 0 folgt also p2. — 1, und fiir 02/02 — 1 folgt, p2, — 0.
Der Determinationskoeffizient pz y driickt also genau das aus, was man intuitiv
unter Reliabilitdt versteht. Dementsprechend hat man die

Definition 3.2.1 Die Reliabilitit eines Tests ist durch den Quotienten V(7)/V(X),

d.h. durch
Rei(x) g ((Q) =2 (3.2.3)

definiert.

Diese Definition spezifiert zwar eine Maflzahl fiir die Reliabilitéit, erlaubt aber
noch nicht, sie auch zu berechnen, da die 7-Werte nicht kannt sind, — also kann
auch V(1) nicht unmittelbar berechnet werden. Um Rel(X') berechnen zu kénnen,
muf eine zu (3.2.3) dquivalente Formel gefunden werden.

Intuitive Betrachtungen zur Bestimmung von V(7): Man stelle sich vor, es
seien zwei Tests mit Messwerten X bzw. X’ gegeben, die beide dasselbe Merkmal
erfassen. Die Korrelation zwischen X und X’ konnte unter bestimmten Rand-
bedingungen eine Abschitzung von V(1) liefern. Denn es sei X = 7 + ¢, und
X" = 7"+ €,. Man mufl nun bedenken, dass hier 7 und 7’ zufillige Verdnderliche
sind, die bei der zufilligen Wahl einer Person a € P die Werte 7, und 7/, anneh-
men. Weiter sind E(X) = E(7) = 7, und E(X') = E(7') = 7 die jeweiligen
Erwartungswerte von 7 bzw. 7/, und E(e,) = E(e,) = 0. Fiir die Korrelation
p(X, X') erhélt man

p(X,X/) = Pz’ = ]K(Oi::(//)
mit
K(X, X") =E[(X - E(X))(X' - E(X')] = E(XX') - E(X)E(X")
und

02 =V(X)=V(r) +V(eg), 0% =V(X")=V(')+ V(ew).
Weiter ist
E(XX") =E[(T+ ez — 7o) (T + €0 — 7)) = E(77) — 0T,
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wie man durch Ausmultiplizieren und Beriicksichtigung von E(e) = E(¢') = 0
leicht iiberpriift. Man betrachte nun den speziellen Fall, dass die Tests so geartet
sind, dass die Bedingungen

1. 7=17', und

2. V(e) = V()

gelten; die beiden Tests heifilen dann parallel (vergl. Abschnitt 3.2.2, Definition
3.2.3). Dann ist auch 7, = 7,» = E(7) und man hat

E(XX') = E(r%) — E*(1) = V(1) (3.2.4)
und
0,0, =02 =V(X).
Daraus folgt die Beziehung

V(r)

)= =p2 =Rel(X 2.

wobei Rel(X) die Reliabilitét des Tests X bedeutet. Die Korrelation zwischen den
Tests X und X’ ist also gleich der Reliabilitit, — vorausgesetzt die genannten Be-
dingungen gelten. Da die Korrelation p,,s tatsédchlich berechnet — zumindest an
einer Stichprobe abgeschitzt — werden kann, 148t sich die Reliabilitéit berechnen,
obwohl die Varianz V(7) nicht explizit bekannt ist. Man bemerke, dass p,.» = p2,
gilt; die Korrelation zwischen zwei parallelen Tests ist gleich dem Determinations-
koeffizienten fiir die Beziehung zwischen den Messwerten X und den zuegehérigen
wahren Werten 7.

Die genannten Bedingungen sind allerdings in der Tat speziell, und ob sie fiir
zwel Tests zutreffen oder nicht, mufl empirisch entschieden werden. Dazu werden
die folgenden Begriffe definiert.

3.2.2 Kongenerische, 7-dquivalente und parallele Tests

Die Notwendigkeit, fiir die Reliabilitdt eine Mafizahl angeben zu kénnen, hat
durch eine intuitive Betrachtung auf den Begriff paralleler Tests gefiihrt: sind zwei
Tests parallel, so liefert der Determinationskoeffizient p,.» = p2. = V(7)/V(X)
ein Maf fiir die Reliabilitdt. Allerdings ist die Forderung, dass die Tests mit den
Messwerten X und X’ parallel sein miissen, um die Berechnung der Reliabilitéit
zu ermoglichen, einigermafien radikal. Denn man mufl zu einem gegebenen Test
mit den Messwerten X zunéchst einmal einen Paralleltest konstruieren, also einen
Test mit den gleichen Varianzen V(e) und iiberdies gleichen Erwartungswerten.
Die Frage ist also, ob die Forderung nach Parallelitdt nicht relaxiert werden kann.

Eine erste Verallgemeinerung wurde von Novick & Lewis (1967) vorgeschla-
gen. Sie fithrten den Begriff der 7-dquivalenten Messung ein, vergl.auch Lord
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& Novick (1968) (p. 47). Dies sind Messungen mit identischen wahren Werten,
aber moglicherweise verschiedenen Varianzen; viele der relevanten Statistiken der
Testtheorie ergeben sich bereits fiir T-dquivalente Messungen.

Eine weitere Verallgemeinerung wurde von Joreskog (1970, 1971) vorgenom-
men. Gegeben seien wieder zwei Tests mit Messwerten X und X', die bis auf
Messfehler das gleiche Merkmal erfassen und bei denen sich die wahren Werte
nur durch eine lineare Transformation unterscheiden. Solche Tests heiflen in der
Testtheorie kongenerisch®®. Die formale Definition solcher Tests ist

Definition 3.2.2 FEs seien X1, ..., X, zufdillige Verdnderliche, die die Testscores
fiir n Tests T, ..., T, reprdsentieren. Es gelte wieder X; = 7; +¢5, j=1,...,n,
wobet E(X;) = 71; der wahre Wert im j-ten Test sei und K(7j,e5) = 0 und
K(ej,er) = 0 fir alle j und j # k gelte. Weiter reprisentiere T; den wahren Wert
einer Person im Test T); 7; ist eine zufdllige Verdnderliche in dem Sinne, in dem
die Person zufillig aus P gewdhlt wird. Gilt nun

Tj:Vj—l-)\jT], j=12,...,n (326)
fiir, so heiflen die n Tests kongenerisch.

Tests sind also kongenerisch, wenn sie das gleiche Merkmal messen und die wahren
Werte jeweils lineare Transformationen der Merkmalsauspragung n sind; die For-
derung K(7j,¢;) = 0 ist ja eigentliche keine Forderung, sondern eine Konsequenz
der Definition von ¢; als Abweichung des Messwerts von 7;, aber die Forderung
K(ej,er) = 0 ist eine echte Forderung. Die folgenden Klassen von Tests kénnen
als Spezialfille kongenerischer Tests aufgefasst werden:

Definition 3.2.3 Die Tests T1,...,T,, mit den Scores X1, ..., X, mit X; = 7;+
€j, j=1,...,n seien kongenerisch.

1. Es gelte \j = 1, v; # 0. Weiter gelte K(ej,ex) = 0. Dann heifen die Tests
essentiell T-dquivalent.

2. Es gelte \; = 1 und v; = 0, d.h. es gelte 7; = 1,. Dann heiffen die Tests
T; und T, T-Aquivalent. Gilt weiter V(e;) = V(eg) und K(ej,e,) = 0, so
heifsen T; und T}, parallel.

L&Bt man etwa die Forderung nach gleichen Varianzen fallen, so fordert man
zunichst einmal nur 7-Aquivalenz; die 7-Skalen der beiden Tests sind aber im-
mer noch gleich. Fordert man nur die essentielle 7-Aquivalenz, diirfen sich die
7-Skalen noch um eine additive Konstante unterscheiden. Die Forderung nach
unabhéngigen Fehlern, also K(ej,e)) = 0, muf aber aufrechterhalten werden.

39Wohl eine eingedeutschte Form des englischen congeneric mit der Bedeutung gleiartig, gleich
geartet; weder im Duden, noch im Wahrig noch in anderen Fremdworterbiichern wird das Wort
kongenerisch aufgefiihrt.
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Sind X; und X}, kongenerische Messungen, so sind sie durch eine lineare Trans-
formation aufeinander bezogen, d.h.es gilt

X; = aX; + 5, (3.2.7)
fiir geeignet gewéhlte Zahlen o und 5.

Denn da X; und X, kongenerisch sind, gilt

Xj = l/j"‘/\j?] (328)
X = vg+A\gm (3.2.9)

und 7 reprisentiert das von beiden Tests erfafite Merkmal. Man kann beide
Gleichungen nach 7 auflésen:
X j—Vj X k — Vi

e M — . 3.2.10
n N " ( )

Da die beiden Quotienten gleich 7 sind, sind sie auch untereinander gleich:

Xj—Vj_Xk—Vk

= 3.2.11
Multipliziert man beide Seiten mit A; und addiert v}, so erhilt man
A by A
Xj = J(kauk)Jrl/j = JX]C+I/]‘ *f]l/k (3.2.12)
Ak Ak Ak
Setzt man
()z:)\j//\k-, ,BZZ/j—Aj//\k, (3.2.13)
so hat man die lineare Bezichung (3.2.7). O

Ein paar einfache Beispiele mogen den Begriff der kongenerischen Messungen
veranschaulichen.

Beispiel 3.2.1 (Temperaturmessungen) Temperaturmessungen sind zwar kei-
ne psychologischen Messungen, aber sie konnen helfen, eine eher inhaltliche Vor-
stellung von kongenerischen Messungen zu bekommen. Bekanntlich liefern sowohl
die Celsius- wie auch die Fahrenheit-Skala Messwerte auf einer Intervallskala, die
durch eine lineare Beziehung der Art

X[C°] = oY [F°] + 8 (3.2.14)

aufeinander bezogen sind; X[C°] sind die Messungen in Celsius, Y [F°] sind die
Messungen in Fahrenheit. Natiirlich kann man auch die Fahrenheit-Messungen
als lineare Funktion der Celsius-Messungen ausdriicken. Beide Messungen sind
Messungen der Temperatur 7, nur auf verschiedenen Skalen. Man kénnte 7 etwa
als Messung auf der Kelvin-Skala interpretieren. Dann gibt es jedenfalls Skalen-
parameter derart, dass

X[Cl=vp+Aen, Y[F°] = vy + Ay,
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aus der sich die lineare Bezichung (3.2.14) herleiten ld8it analog zur Herleitung
von (3.2.7). Die Messungen in Celsius und Fahrenheit sind kongenerisch.

Die Parameter v, und A, ergeben sich aus der Entscheidung Celsius’, den Null-
punkt seiner Skala mit dem Gefrierpunkt des Wassers gleichzusetzen, und die Ska-
leneinteilung so zu wéihlen, dass 100C"° dem Siedepunkt des Wassers engtspricht.
Es sei 1, die Temperatur in Kelvin, bei der Wasser gefriert, und 7, sei die Tempe-
ratur, bei der Wasser siedet. Die Differenz ns — 1, entspricht der auf der Celsius-
Skala, also ist s — 1, = 100. Offenbar folgt dann A\, = 1. Fahrenheits Entschei-
dung war, den Gefrierpunkt bei 32F° und den Siedepunkt bei 212F° zu setzen
(warum auch immer!). Daraus errechnet man o ~ .529 und 8 ~ —16.931 fiir die
Umrechnung von Fahrenheit in Celsius, und fiir die Umrechnung von Celsius in
Fahrenheit erhélt man o = 1/«, ' = —f/a.

Hétte Fhrenheit ebenfalls A\, = 1 gewéhlt, so hitte man fiir die Fahrenheit-
Skala fiir den Gefrierpunkt 32° [F], aber v, + A\yns = vy + 15, = 32 + 100 =
132 [F]. Celsius- und Fahrenheit-Messungen wéren dann essentiell 7-dquivalent.
Hétte Fahrenheit auferdem noch v, = v, gewéhlt, so wéren die Messungen 7-
dquivalent. Sie wiren aber noch nicht notwendig parallel. Denn Fahrenheit hatte
sein Messgerét eventuell aus anderem Material gebaut, das auf Schwankungen der
Umgebung stérker (oder weniger) reagiert als das Gerét von Celsius. Dann hétten
die Messfehler unterschiedliche Varianzen; obwohl man davon ausgehen kann, dass
die Messfehler von Celsius und die von Fahrenheit unabhéingig voneinander sind,
h&tten die beiden unterschiedliche Varianzen, ihre Tests wéren also nicht parallel.

0

Beispiel 3.2.2 (Psychophysiologische Messungen) Psychischer Stress soll
einmal itber Hormonkonzentrationen im Speichel (X) und zum anderen iiber
den galvanischen Hautwiderstand (Y) gemessen werden. 7 sei der erlebte Stress.
Die erste Frage ist, ob die Messungen X und Y iiberhaupt kongenerisch sind,
denn kongenerische Messungen bedeuten ja, dass sowohl X als auh Y lineare
Funktionen von 7 sind. So ist denkbar, dass der galvanische Hautwiderstand Y
eine nichtlineare Funktion vo 7 ist. Y konnte eine positiv beschleunigte Funktion
von 7 sein, so dass etwa Y = yge® mit a > 0 gilt, yg eine Konstante, oder
Y ist negativ beschleunigt und strebt gegen einen Maximalwert, wie etwa y =
1 —e * a > 0. Die Annahme einer linearen Bezichung bedarf also sicherlich
einer empirischen Uberpriifung.

Es werde nun angenommen, die Messungen X und Y seien kongenerisch.
Dann ist auch die Beziehung zwischen den X- und Y-Werten linear; erweist sie
sich als nichtlinear, sind Zweifel an der Kongeneritéit angebracht. Gilt insbesonde-
re Ay = Ay aber v, # vy, so sind die Messungen {iiberdies essentiell T-dAquivalent.
Dies bedeutet, dass die X- und Y-Messungen einen gegebenen Bereich (19, 7s)
in gleicher Weise aufteilen und sich nur um eine additive Konstante unterschei-
den: die Differenz der Hormonkonzentrationen AX = X5 — X; reflektiert dann
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den gleichen Unterschied von Stress wie die Differenz AY = Y, — Y7, sofern AX
und AY numerisch gleich sind. Gilt {iberdies v, = v, so sind die Messungen 7-
dquivalent. Sofern aber die Messfehler bei den Hormonmessungen einerseits und
den Widerstandsmessungen andererseits unterschiedlich streuen (die Messinstru-
mente koénnen ja nicht identisch sein), sind die Messungen nicht parallel. Erst
wenn diese Streuungen bzw. Varianzen gleich grof} sind, sind die Messungen auch
parallel. [l

Die Frage ist nun, ob nicht nur fiir parallele, sondern allgemein fiir konge-
nerische Tests, zumindest fiir die Spezialfille T-dquivalenter oder essentiell 7-
dquivalenter Tests die Reliabilitdt numerisch angegeben werden kann. Tatséch-
lich ist dies moglich, wie Joreskog (1971) gezeigt hat. Es sei (fiir den Moment)
n die wahre Auspriagung des Merkmals, und die wahren Werte in tatséchlich ap-
plizierten Tests T} seien 7;, j = 1,...,7,. die sich als Transformationen von 7
ergeben. 7 ist eine zufillige Verénderliche insofern, als sie zwar eine charakteri-
stische Konstante fiir eine gegebene Person ist, sich die verschiedenen Personen
aber hinsichtlich ihres n-Wertes unterscheiden; mit der zufélligen Wahl einer Per-
son erhélt man eben zuféllig einen bestimmten n-Wert (den man freilich nicht
kennt). Joreskog argumentiert zunéichst, dass die Skala n der wahren Werte der
Auspriagung des gemessenen Merkmals stets so angelegt werden kann, dass

E(n) =0, V(y) =1. (3.2.15)

Die Verteilung der #-Werte in der Population soll also den Erwartungswert Null
und die Varianz 1 haben; mit dieser Forderung wird nur der Nullpunkt und die
Varianz der Skala festgelegt. Aus

Xj =7T;+t¢€; :l/j—i-/\jn—i-&‘j
(also 7; = vj + Ajn, d.h. 7; ist eine lineare Transoformation von 7) folgt nun
E(X]) =V + )\]E(Q)

und damit

V(X;5) = V(A\jm) = ATV (n),

d.h. wegen (3.2.15)
E(X;) =vj, V(X;) =] (3.2.16)

Die Reliabilitédt des Tests T} ist dann

2 2
R B
WTVG) R +V(g)

j=1,...,n. (3.2.17)

Diese Definition entspricht der Definition (3.2.3).

153



Natiirlich ergibt sich nun die Frage, wie die Parameter A\; und V(e;) geschétzt
werden kénnen, um zu einer Schéitzung des Reliabilitétskoeffizienten p_ZXﬂ7 zZu ge-
langen. Joreskog liefert eine Losung auf der Basis der Faktorenanalyse. Dazu
geht man davon aus, dass nach Voraussetzung nur ein Merkmal gemessen wird,
niamlich das durch 6 reprisentierte. Fasst man nun die Tests zu einem Vektor
= (X1,...,X,) zusammen, die \; zu einem Vektor X=(A,...,A\n), definiert
man 7 = (vi,...,,), so kann man die Gleichungen X; = 7; + ¢; und (3.2.6) zu
einer Vektorgleichung®

F=0+n\+¢ (3.2.18)

zusammenfassen. Die Kovarianzen zwischen den X sind
K(Xj, Xi) = E[(X; — E(X;)(Xx — E(X)] = M + E(gjer),

denn E(X;) = v, V(Xj) = )\? + sz, wegen V(7) = 1 und 032 = V(g;). Die
Kovarianzen der Fehler sind K(ej,ex) = E(gjer) — E(ej)E(ex) = 0 fir j # k. Die

Matrix der Kovarianzen ist also

)\% )\1)\2 L )\1)\n O'% 0 e 0
)\2)\1 )\% s )\2)\71 0 02 . 0
S 2
T = : Tl o o 0 (3.2.19)
Al Andy oo A2 0 0 - o

Da nur ein Merkmal gemessen wird, sollte es nur einen Faktor geben. Die Fakto-
renanalyse (Maximum-Likelihood-Schétung) liefert dann die Schéitzungen )\3 und
die &? als Residuen, und die Schétzungen der Reliabilitdten sind dann

12
Aj

5 5
)\j—i—aj

Pan = (3.2.20)

Die ﬁ:%jn entsprechen den Kommunalitéiten der Tests auf dem ersten Faktor. Man
erinnere sich, dass die Faktorladung eines Tests die Korrelation des Tests mit dem
entsprechenden Faktor ist. Der Faktor ist hier die Variable 7. p;,; kann also als
Faktorladung des Tests X; auf dem Faktor interpretiert werden, der die Variable
1 repréasentiert.

Test der Annahme der Kongeneritéit: Die Schitzungen (3.2.20) liefern also
Reliabilitatsschitzungen ohne die einschrinkende Parallelititsannahme. Die In-
terpretation (3.2.19) der Kovarianzmatrix und die resultierende Schitzung der
Reliabilitét (3.2.20) gelten natiirlich nur, wenn die Tests kongenerisch sind. Eine
Faktorenanalyse der Matrix #Z’ 14t sich aber stets rechnen, aber die Frage ist,
ob (3.2.19) tatséchlich gilt. So ist z.B. nicht klar, ob die Annahme K(e;,e;) =0
tatséchlich gelten muf}, ob sie also im konkreten Fall als erfiillt angesehen werden

“Overgl. http://www.uwe-mortensen.de/Skripten: Vektoren und Matrizen
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kann. Aber (3.2.19) liefert auch gleichzeitig einen Test der Hypothese der Konge-
neritéit. Man priift leicht nach, dass (3.2.19) die Gleichheit bestimmter Quotienten
von Kovarianzen impliziert, ndmlich :

K(X;, X;)  K(X;, X))

- Cfiri A kiAlLj Ak Al 3.2.21
K(Xj, X)) K(Xj, Xy) ARiELIER £ ( )

Der mehrdimensionale Fall: Die Fokussierung auf eine 1-dimensionale Faktor-
16sung entspricht der iiblichen Forderung der Homogenitét eines auf Reliabilitét
gepriiften Tests. In der Tat ist es aber moglich, die Reliabilitdt kongenerischer
Tests auch fiir den heterogenen Fall, also den Fall eines mehrdimensionalen Merk-
mals, zu bestimmten (Lucke, 2005). Die Darstellung erfordert allerdings Kennt-
nisse der Matrixalgebra und iiberschreitet damit den Rahmen dieses Skriptums.

3.2.3 Arten der Reliabilitit

Dies kann geschehen, indem man den gleichen Test zu zwei verschiedenen Zeit-
punkten an den gleichen Personen administriert und dann die Korrelation fiir die
Messwertpaare (X, X') berechnet; — dies ist die Re-Test-Reliabilitit. Das Problem
hierbei ist, dass (i) die gleichen Probanden fiir die beiden Testdurchfithrungen zur
Verfiigung stehen miissen und Ged#chtniseffekte ausgeschlossen werden miissen.
Eine andere Moglichkeit besteht darin, einen gegebenen Test in zwei Hélften auf-
zuteilen und die beiden Hélften als Paralleltests aufzufassen. Man spricht dann
von der Split-Half-Reliabilitéit. Es zeigt sich aber, dass die Reliabilitdt von der
Lénge des Tests abhiingt, so dass die Split-Half-Reliabilitédt eine Unterschitzung
der Reliabilitit liefert, die dann korrigiert werden muf}. Die dritte M&glichkeit
ist, zwei tatséchlich parallele Tests zu konstruieren und die Messungen in diesen
Tests dann zur Abschitzung von p,.s zu beniitzen. Die Details dieser verschiede-
nen Vorgehensweisen werden in den folgenden Abschnitten entwickelt. Hier soll
noch ein Ausdruck fiir V() gegeben werden, der sich aus p,,s ableiten l&t. Damit
ergibt sich auch ein Ausdruck fiir V(7); lass sich individuelle Fehler und wahre
Werte nicht angeben, so kénnen doch die Varianzen dieser Gréflen angegeben wer-
den, womit dann die Moglichkeit gegeben ist, aufgrund von Messwerten Bereiche
fiir die jeweiligen wahren Werte anzugeben.

3.2.4 Die Spearman-Brown-Formeln fiir n > 1 Komponenten

Die Betrachtungen bezogen sich bis jetzt nur auf einen "Score” X in einem Test,
ohne darauf einzugehen, wie dieser Score gebildet wird. Im einfachsten Fall re-
prasentiert X eine Antwort auf ein einzelnes Item. im Allgemeinen besteht aber
ein Test aus n Items, wobei n entweder fest vorgegeben ist oder erst wiahrend der
Testdurchfithrung bestimmt wird. Reliabilitit und Validitéit eines Tests héngen
vom Wert von n ab. Es soll hier auf die wesentlichen Aspekte des Effekts der
Zusammensetzung von Tests eingegangen werden.
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Am Anfang steht der Fall, dass der Test aus zwei Komponenten besteht, die
allerdings ihrerseits aus mehreren Komponenten (Items) bestehen koénnen. Es
resultiert eine Formel, die die Reliabilitét eines Tests auf der Basis der Split-Half-
Reliabilitédt bestimmt werden kann.

Es seien Y7 und Ys zwei Testkomponenten mit den wahren Werten 71 und 7
sowie den Fehlern €1 und €9, und es gelte

X=Y1+Y. (3.2.22)
Offenbar gilt fiir den wahren Wert und den Fehler von X

T = E(X)=E(1)+EYz) =7 + 7, (3.2.23)
E— (3.2.24)

Fiir die Varianzen erhélt man

V(r) = V(r)+ V(re) + 2K(7, 12),
= V(Tl) -+ V(Tz) -+ 2p(T1, 7'2) V(Tl)V(TQ) (3.2.25)
V(e) = V(X)=V(e1)+ V(). (3.2.26)

Fiir die Kovarianz der Fehler gilt nach Satz ?? K(e1,e2) = 0.

Spearman-Brown-Formel fiir einen Test doppelter Linge: Die Tests T}
und 75 mit den Messungen Y7 und Ys seien parallel. Dann gilt m = » = 7,
V(Y1) = V(Y2) = V(Y), und V(1) = V(e2) und die vorangehenden Gleichungen

vereinfachen sich zu

VX) = VD4 o) = V(L4 pyy)  (3:22)
V(r) = 4V(n) (3.2.28)
Vie) = 2V(e). (3.2.29)

Die Gleichungen folgen einfach durch Nachrechnen. Sicherlich ist

V(X) = V(Y1) +V(¥a)+2p(¥1, Ya) v/ VYLV (V3) = 2V(Y) +20(¥3, Y2) V(Y),

da ja nach Voraussetzung V(Y1) = V(Y2) = V(Y). Dann folgt aber sofort
V(X) = 2V(Y)(1 + (Y3, Ya)).

Die Gleichung (3.2.28) folgt aus (A.4.2) weil fiir parallele Tests V(1) =
V(72) und p(71,72) = 1. Die Gleichung (3.2.29) folgt aus der Voraussetzung
V(e1) = V(e2) und K(gq,e2) = 0. O

Die Reliabilitdt des zusammengesetzten Tests 148t sich nun iiber die Reliablitét
der Tests T1 bzw. T ausdriicken. Es ist ja

- V(Tl +T2) . 4V(7’1)
Pt TN T 2V 4 pyy)
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wegen (3.2.28) und (3.2.27). Weiter ist p,,s durch p,,» = V(71)/V(Y') gegeben, so
dass %
vy’

Pax! = 7 Y by
folgt. Dies ist die Spearman-Brown-Formel fir einen Test doppelter Ldinge. Die
Reliabilitédt des zusamemngesetzten Tests wird hier anhand der Reliabilitéit der
Komponenten, die als parallele Tests vorausgesetzt werden, bestimmt. Sind die
Komponenten gerade die Split-Half-Hélften, so kann man anhand von (3.2.30) die
Reliabilitét des urspriinglichen Tests bestimmen. Eine Illustration der Beziehung
(3.2.30) findet man in Abb. 19, (A), Seite 159.

Lord & Novick (1968), p. 84, geben eine weitere Herleitung fiir die Reliabilitéit
eines zusammengesetzten Tests. Gegeben seien zwei parallele Tests mit den Scores
Y und Y’; die Reliabilitdt eines Tests ist dann durch die Korrelation p,,, gegeben.
Gesucht ist die Reliabilitéit eines Tests doppelter Linge. Dazu seien vier parallele
Tests mit Messwerten Y7, ...,Y, gegeben, die zu zwei wiederum parallelen Tests
X =Y +Y5 und X’ = Y3+Y} zusammengefasst werden. Die gesuchte Reliabilitéit
ist die Reliabilitdt von X, wie sie durch die Korrelation p,, gegeben ist.

(3.2.30)

Es sei
pyy = p(Y;,Yy) fiir alle 7,k (3.2.31)
wegen der Parallelitiat der Y;, j = 1,...,4. Es gilt nun wieder (3.2.30), also
_ 2y
pral = Ty
Dartiber hinaus 148t sich zeigen, dass
Paz’ = Pyy - (3.2.32)

gilt.

Beweis: Man hat K(Y: 4 Yo Vo o ¥
Pazt = (Yo 4 Y5, 5 + 4), (3.2.33)
012034

wobei 019 = \/V(Y1 + Y3) und o34 = 1/ V(Y3 + Yy) ist. Es ist

V(Y14Y2) = V(Y1)+V(Y2)+2p(Y1, Y2) V' V(Y1) V(Y2) = 2V(Y)+2p(Y1, Y2)V(Y),

d.h.
V(Y1 +Ys) =2V(Y)(1 + p(Y1,Y2)),

da ja V(Y1) = V(Y2) = V(Y). Analog dazu findet man

V) T V(Ya) = 2V(Y") + 2p(Ys, YV (Y') = 2V(Y') (1 + p(Y, V")),

wegen V(Y3) = V(Yy) = V(Y’), und natiirlich V(Y) = V(Y), p(Y1,Y2) =
p(Ys,Y,) = p(Y,Y’). Dann folgt

7120310 = VAV(Y)V(Y')(1 + p(Y,Y")2 = 2V(Y)(1 + p(Y,Y")).
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Fiir die Kovarianz erhélt man
K(Y1+Y2,Y5+Yy) = E[(Y1+7Y2)(Ys+Yy)] —E(Y: + Y2)E(Y3 +Y3)
= EMY3) + E(Y1Ya) + E(Y2Y3) + E(Y2Y))
~E(Y1)E(Y3) — E(Y1)E(Ys) — E(Y2)E(Y3) — E(Y2Ya)
= 4(E(YY') —E(Y)EY"))
= Adpyyoyoy = 4pyy V(Y) (3.2.34)
Dann folgt fiir pg,/

4pyy V(Y) _ 20yy’
2VY)A+p(YSY)  L+pyy

Pzx’ =

O

Die Behauptung (3.2.32) sieht man wie folgt ein. Die beiden Komponen-
ten haben jeweils die Reliabilitidt p,,., der zusammengesetzte Test hat die
Reliabilitdt pg,.. Es ist stets 0 < py,» < 1. Angenommen, es gelte

2pyy’
< Pyy'-
1+pyy’ yy
Dann folgt
2
<1, dh. 2< 1+ pyy,
1 +pyy’ vy

oder 1 < py,r, im Widerspruch zu p,, < 1. Damit folgt dann (3.2.32). O

Die allgemeine Spearman-Brown-Formel fiir n parallele Tests: FEin Test
habe n Komponenten mit den Scores Yi,...,Y, und dem Gesamtmesswert X,
dem wahren Wert 7 und dem Fehler e, wobei gilt

n n n
X=)Yi,r=> 7 =) & (3.2.35)
=1 i=1 i=1

Fiir die Erwartungswerte (iiber die Personen aus der Population P) ergeben sich
die Ausdriicke

E(X) =Y E(Y), E(r) = > E(r), E(e) = ) E(e:) =0, (3.2.36)
=1 =1 =1

wegen E(e;) = 0 fiir alle 4. Fiir die Varianz von X und 7 erhélt man*!
VX) = Y V() +2) K.Y (3.2.37)
i=1 i>j
V(r) = Y V() +2> Kn,7) (3.2.38)
i=1 i>j
Vi) = > V() (3.2.39)
i=1

“'Die Summe 23,5, K(Yi,Y;) ergibt sich aus der Summe }_, > K(Y;,Y;), wenn man be-
denkt, dass ja K(Y;,Y;) = K(Y3,Y;) gilt.

158



Abbildung 19: (A) Reliabilitét bei Verdoppelung der Testlinge. Fiir p,,, = .2 ist
Pz = 333, fiir py,, = .5 ergibt sich p,,» = .666, fir p,, = .8 ist p,,» = .888.
(B) Reliabilitét bei n-facher Testverldngerung. (a) py, = .75, (b) py, = .5, (c)
pyy = -30, (d) pyy = .15.
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wobei in (3.2.39) beriicksichtigt wurde, dass die Fehler unkorreliert sind (Satz
?7).

Die Y1, ..., Y, seien Scores von parallelen Tests, d.h. T-dquivalenten Tests mit
gleicher Fehlervarianz. Damit gelten
TL="- =Ty, V()=---=V(g)
und aus (3.2.37), (3.2.38) und (3.2.39) erhilt man die Ausdriicke
V(X) = nVY)1+ (n—1)pyy) (3.2.40)
V(r) = n?V(n) (3.2.41)
V() = nV(e). (3.2.42)

Wihrend die Varianz V(e) proportional zu n wéchst, erhoht sich die Varianz der
wahren Werte 7 proportional zu n?. Da aber V(7) die Varianz der 7,-Werte in der
Population P ist, bedeutet dies Ergebnis, dass die wahren Unterschiede zwischen
den Personen offenbar um so besser erfasst werden, je gréfler die Anzahl n der
Testkomponenten ist.

Aus (3.2.40) und (3.2.41) ergibt sich sofort die Reliabilitét p,,s des zusam-
mengesetzten Tests:

V(r) n?V(r)

P’ = (X)) ~ nVO) A + (n— Dpyy)’

und da V(71)/V(Y) = py,s erhélt man hieraus sofort die allgemeine Spearman-

Brown-Formel

(n) NPyy’
== , 3.2.43
Pz 14+ (n—1)pyy ( )
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wobei etwa Y = Y7, und wo pizq), statt einfach p,,s geschrieben wurde, um die

Beziehung zum Wert n hervorzuheben. Es gilt

lim p) = 2w — 1, (3.2.44)

Dieser Grenzwert ergibt sich aus (3.2.43), indem man dort den Z#hler und den
Nenner durch n dividiert:

p(n) _ Pyy’
w2’ 1 /n— (1= 1/n)py,’

woraus (3.2.44) sofort folgt.

Interpretation: (3.2.44) bedeutet, dass die Reliabilitét eines Tests
mit der Anzahl der (parallelen) Komponenten wéchst und sogar be-
liebig grofl werden, also gegen 1 streben kann, unabhéngig von der
Reliabilitét py,,, der Komponenten.

Fiir n = 2 reduziert sich (3.2.43) auf den Fall der Reliabilitéit eines Tests mit
doppelter Linge, also (3.2.30), Seite 157.

3.2.5 Interne Komnsistenz und Cronbachs o

Gesucht ist Abschitzung fiir den Mindestwert der Reliabilitdt p,,s fiir den Fall
von n Komponenten (iiblicherweise Items). Der folgende Satz wurde zuerst von
Cronbach (1951) vorgestellt.

Satz 3.2.1 FEs sei

X=Y1+-+4Y,, Yy=7+¢;,Vj (3.2.45)
Dan gilt
n >; V(Yj)

o > —— (1= =L =2 ) 3.2.46
ez 5 (- S (3240)

Die rechte Seite heif3t auch Cronbachs «, d.h.

n >_; V(Y;)

= 1 - =2 : 3.2.47
= (- S (3240

Ein Beweis fiir (3.2.46) (nicht Cronbachs (1971) Herleitung, sondern basierend auf
Lord & Novick (1968), p. 88-89) wird im Anhang, Abschnitt A.4, Seite 287, gege-
ben, da die Details fiir die Interpretation von Cronbachs a nicht von Bedeutung
sind.
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Um die Interpretation von « zu erleichtern ist es niitzlich, (3.2.46) in etwas
anderer Form anzuschreiben. Dazu wird angemerkt, dass aus X =Y; +--- 4+ Y,
folgt, dass

VX) =D V) + > oij=> V) + > pijoioj, (3.2.48)
g i#j J i#]
wobei p;; die Korrelation zwischen den Scores Y; und Y; ist. Dann folgt
ZV(Y}) = V(X) — Z pijUin, (3.2.49)
J i#]
und man kann « in den Formen

no iz PijOi0;

= 3.2.50

“ n—1  V(X) (8.2.50)

_ n Zi;«éj PijOi0; _n Zi;ﬁj Pij0i0; (3.2.51)
n—1 V(X) n—1\2;07+ 3. pijoio;

anschreiben. Es sind verschiedene Fille zu betrachten:

1. Unabhingige Komponenten (perfekte Heterogenitit): Sind die Y;
unabhéngig voneinander, d.h. sind die p;; = 0 fiir alle ¢ # j, so ist a = 0,
und die Ungleichung (3.2.46) ist trivial, denn p s > 0 gilt in jedem Fall.
D.h. ein perfekt heterogener Test hat eine Reliabilitdt gleich Null, fiir alle
Werte von n (Anzahl der Items oder Komponenten):

Rel(X) =0, p;; =0, firalle i#j. (3.2.52)

Verallgemeinernd kann man sagen: je weniger die Komponenten (z.B. die
Items) untereinander korrelieren, d.h. je heterogener der Gesamttest (mit
dem Score X) ist, desto kleiner wird der Wert von « sein. Die Umkehrung
gilt allerdings nicht: von einem kleinen Wert von « kann nicht zwingend auf
niedrige Korrelationen und damit auf geringe interne Konsistenz geschlossen
werden, wie noch elaboriert werden wird.

2. Perfekte Homogenitét: In (3.2.51) kann man den Zéhler und den Nenner
durch die Summe Zi# pijo;oj teilen; fiir p;; = 1 fiir alle 4 # j folgt nun

n ! (3.2.53)
o= . 2.
n—1 1+Zjaj2'/2i7£jaiaj
Der genaue Wert von a héngt nun von den Werten von 0]2-, j=1,...,n ab;

ohne weitere Spezifikation der GJZ 168t sich nicht viel sagen. Interessant ist
aber der Spezialfall o; = o fiir alle j, also der Fall gleich grofier Varianzen.

Dann gilt ja
ZJJQ- = no?, ZUz‘Uj =n(n —1)o?,
J i#]
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und )
S o2 2
i% no 1

Yizjoio;  nn—1)a2 n-1

Damit erhilt man fiir o

n 1 n n—1
o= = =1.
n—1\1+1/(n—-1) n—1 n

Im Falle perfekt korrelierender, also perfekt homogener Items mit gleichen
Varianzen erhélt man einen Test mit der Reliabilitét 1.

. Der allgemeine Fall: Nun gelte p;; # 0 fiir einige, wenn nicht alle i #
j. Es zeigt sich, dass auch bei niedrigen Korrelationen der Wert von «
bemerkenswert hoch sein kann. Dies gilt insbesondere dann, wenn der Wert
von n, der Anzahl von Komponenten bzw. Items, nicht allzu klein ist (man
erinnere sich: ein moglichst grofer Wert erhoht die Reliabilitét eines Tests!).

Um dies zu sehen, kann man den Wert von « in Abhéngigkeit von n, der
Anzahl der Komponenten (Items) betrachten. Es gibt n(n—1) Paare p;j0;0;,
i # j. Der durchschnittliche Wert S der p;jo;0; und die durchschnittliche
Varianz sind dann

1
S = —— 11030 3.2.54
a(n =) 2 P97 (3254
1
_2 2
ot = - E o; (3.2.55)
J
Es sei
52

Die Gleichung (3.2.51) fiir @ kann dann in der Form

1
<g<oo (3.2.57)

TR VZES

geschrieben werden (s. Beweis weiter unten). Der Wert von Cronbachs «
hiangt also ab (i) von n, der Anzahl der Komponenten bzw. Items, und
(ii) vom Quotienten der durschnittlichen Varianz der Items und der durch-
schnittlichen Kovarianz zwischen den Items. Dieser Sachverhalt wird in den
Gleichungen (3.2.50) und (3.2.51) vermutlich noch nicht sofort deutlich.
a wird offenbar maximal (strebt gegen 1), wenn dieser Quotient gegen 1
strebt, wenn also die durchschnittliche Varianz und die durchschnittliche
Kovarianz gleich grof sind, — es wird gezeigt werden, dass die durchschnitt-
liche Kovarianz nie groler als die durchschnittliche Varianz sein kann.
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Beweis: Aus den Definitionen (3.2.54) von S und (3.2.55) von &2 folgt

no? = Zaw n(n—1)8 nfl meaz%,

t#]
und aus (3.2.51) folgt
B n n(n —1)8
“ = n—l((n&Q—n(n—l)S)>
_ nS _ 1
24+ (n—=1)8)  &2/(nS)+ (n—1)/n)
1 1

G2/S—1)/n+1 (q—1)/n+1

Es bleibt zu zeigen, dass 1 < ¢ < oo. Die Ungleichung ¢ < oo wird
zuerst gezeigt. Es ist ¢ = 3%/5, und ¢ — oo fiir S — 0.

Eine hinreichende, wenn auch nicht notwendige Bedingung fiir S — 0
ist p;; — O fiir alle ¢ # j, wenn also die Items unkorreliert sind. Andere
Bedingungen fiir S — 0 werden weiter unten diskutiert.

Nun mufl gezeigt werden, dass ¢ > 1. Diese Ungleichung folgt sofort,
wenn man bedenkt, dass a < pg,r < 1 fiir alle n sein mufl. Man hat
also wegen (3.2.57) 1/((¢—1)/n+1) <1,dh. 1 < (¢—1)/n+1 bzw.
0< (¢g—1)/n, so dass ¢ > 1 und damit 52 > S fiir alle n.

Der SchluB von o < 1 auf ¢ > 1 und damit auf 2 > S ist zwar korrekt,
macht aber nicht explizit, wie sich die Ungleichung 2 > S aus den
Definitionen von &2 und S ergibt.

Generell gilt fiir irgend zwei reelle Zahlen a und b die Ungleichung
0 < (a—10)*=a®+b*— 2ab,

also 2ab < a® + b2, d.h. 20,0, < 0% + sz-. Dann gilt sicherlich
ST SRS S
1, 1, 4,7 J
Nun ist 37, ;0505 = 32,5000 + 3 07, so dass

ZO’ZO'J<TLZO' 720 (n—1) ZO’? (3.2.58)
J

i#]

folgt. Wegen >, 0:0; = n(n—1)S und 3 0% = naoy, ist aber (3.2.58)
dquivalent mit der Ungleichung

n(n —1)S < n(n —1)a2,

so dass S < &2 und damit 52 /S = q > 1 folgt. Dass diese Ungleichung
a < 1 impliziert, sieht man sofort aus (3.2.57). O

S und &2 sind als Durchschnitte (arithmetische Mittel) fiir eine gegebene
Stichprobe von n Komponenten definiert worden. Genau genommen miifite
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also S, und &2 statt einfach S und &2 geschrieben werden, denn diese
Mittelwerte werden sich fiir verschiedene Werte von n unterscheiden, zumal
es sich bei den n Items jeweils um Stichproben aus einem Universum von
Items handelt. Fiir einen fixen Wert von n mufl darauf nicht besonders
abgehoben werden, es kommt nur darauf an, zu sehen, dass a aufler vom
Wert von n vom Verhiltnis ¢ = 2/S der Mittelwerte abhsingt, und das ist
fiir eine Diskussion der internen Konsistenz schon hinreichend. Will man
aber speziell die Abhéngigkeit von « von n untersuchen, mufl man fragen,
wie sich die Variation der Stichprobenmittelwerte S, und 2 auswirkt. Es
sei nun

S =E(K(;,Y;)), &> =E(V(YV). (3.2.59)

S und 2 sind damit Mittelwerte iiber alle moglichen Kovarianzen bzw.
Varianzen in der Population. Fiir eine gegebene Stichprobe von n Items
existieren nun Gréflen AS,, und Ag2 derart, dass fiir die Mittelwerte S,
und &2 fiir diese Stichprobe

S, =S84+AS,, &2=a5>+A52 (3.2.60)

geschrieben werden kann. AS, und Ag2 sind einfach die Differenzen zwi-
schen S und S,, bzw. zwischen 5% und 2, und es sind zufiillige Variablen
insofern, als die Auswahl der Items als zuféllige Auswahl aus dem Univer-
sum der moglichen Items betrachtet werden kann. Nun weifl man aus der
Statistik, dass unter sehr allgemeinen Bedingungen ein Mittelwert gegen
den Erwartungswert strebt, wenn der Stichprobenumfang gréfier wird42,
also
lim (z, — E(X)) = 0.

n—oo

Das heifit aber, dass die AS,, und Ag2 gegen Null gehen fiir wachsendes n.
Dann folgt aus (3.2.57)

lim a = 1. (3.2.61)
n—oo
Denn man kann nun
1 1 /S+AS, 1
AOp = 7, = — e A~ —o —
"l -+ "\t A

schreiben, wobei «,, statt a geschrieben wurde, um die Abhéngigkeit von n
auszudriicken. Nun gilt sicherlich

1 [S+AS, B
o (&2 +AGZ 1> =0

denn lim,, o 1/n = 0, und da der Ausdruck in den beiden Klammern

42Bekanntlich ist die Varianz eines arithmetischen Mittels durch V(Z,) = V(X)/n, V(X) die
Varianz der zufiilligen Verdnderlichen X. Fiir V(X) < oo folgt dann lim, . V(Z,) =0, da 1/n
gegen Null strebt. Das heif3t aber, dass Z,, fiir wachsenden Stichprobenumfang immer dichter an
E(X) liegt.
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Abbildung 20: Abhéingigkeit von « von der Anzahl n der Komponenten bzw.
Items. a: ¢ =1.01, b: ¢ =1.5, c: ¢ = 3.0, c: ¢ = 6.
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nicht mit n wichst, folgt die Konvergenz gegen 1. Dass AS, und A2
ebenfalls gegen Null streben, ist oben bereits diskutiert worden. Also kann
lim,, 00 ap, = 1 gefolgert werden. Dies bedeutet, dass mit grofier werdendem
Wert von n der Wert von « zumindest im Mittel gréfer wird. Wollte man
eine Kurve «,, versus n zeichnen, so wiirde sie fiir kleinere Werte von n
wegen der AS,, und Ag2 ein wenig verruckelt aussehen, — da diese Grofien
aber fiir grofler werdendes n verschwinden, wird die Kurve mit wachsendem
n immer glatter gegen 1 streben. Abbildung 20 zeigt solche Kurven fiir
verschiedene Werte von ¢, wobei aber die zufilligen GréBen AS,, und Ag2
vernachléssigt wurden, da es der Gesamteindruck der Kurvenverlidufe ist,
der vermittelt werden soll.

Der Wert von ¢ bzw. ¢, bestimmt die Rate, mit der a mit wachsendem
n gegen 1 strebt. Je kleiner der Wert von S, desto grofler ist der Wert
von ¢ (gegeben &2), und desto langsamer strebt o gegen 1. Wichtig fiir
die Interpretation eines a-Wertes ist allerdings, dass auch fiir relativ grofle
Werte von ¢ (also relativ kleine Werte von ) ein relativ grofler Wert fiir
a, etwa o > .8, resultiert. Der Riickschlufl von solchen a-Werten auf eine
gute interne Konsistenz und damit auf eine gute Homogenitéit der Items ist
also keineswegs zwingend, denn kleine Werte von S kdnnen, miissen aber
nicht kleine Korrelationen zwischen den Items und damit Heterogenitéit des
Tests bedeuten; dieser Punkt wird weiter unten bei der Diskussion von «
als Maf fiir die interne Konsistenz noch weiter elaboriert. In Abbildung 20
ist im Fall (a) ¢ = 1.01, und « ist fiir alle Werte von n dicht an 1. Im Fall
(c) ist ¢ = 6, d.h. S hat nur 1/6 des Wertes der durchschnittlichen Varianz.
Gleichwohl liegt « schon bei n = 40 iiber dem Wert .8.

4. Parallele Komponenten: Fiir den Fall, dass alle Komponenten parallel

sind, gilt 07 = -+ = 02 = o) und V(X) = noz[1 + (n — 1)pyy, pyy die
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Reliabilitét der einzelnen Komponenten (vergl. (3.2.40)). Dann ist

2

n no np /

= 1— 4 = 2 (3.2.62)
n—1 ( Twﬁ[l +(n— 1)0@/@/’]) L+ (n—1)pyy

Die rechte Seite ist aber gerade die Reliabilitét fiir einen Test mit n-facher
Lénge, vergl. (3.2.43).

Cronbachs o als Ma#f} fiir die interne Konsistenz: Das Resultat o = 0 fiir
den Fall p;; = 0 fiir alle + # j lafit zundchst die Interpretation von o als Maf
fiir die interne Konsistenz sinnvoll erscheinen, denn je kleiner die Korrelationen
zwischen den Items sind, d.h. je heterogener der Test ist, desto kleiner wird der
Wert von «. Heterogenitiat bedeutet, das verschiedene Merkmale gemessen wer-
den, was sich faktorenanalytisch durch eine Anzahl r > 1 latenter Dimensionen
ausdriickt.

Aber kleine Korrelationen p;; oder gar p;; = 0 fiir alle ¢ # j sind nur eine
hinreichende, leider aber keine notwendige Bedingung fiir « = 0 bzw. fiir einen
kleinen a-Wert. Es ist ja

S = Z Pijoi0y,

i#]

Der Fall S ~ 0 kann auch etwa dann eintreten, wenn die p;; alternierende Vorzei-
chen haben, wenn also im Extremfall p;; = 1 fiir einige Items aus einer Teilmenge

My und p;; = —1 fiir andere Items aus einer Teilmenge M und fiir geeignete
Werte der o3, 0
Z Pijoio; ~ — Z PkIOKO]
1,JEM1 iF] k,l€ Mo, k#l

gilt. Die Existenz von Teilmengen mit entweder hoch positiv oder hoch negativ
korrelierenden Items kann eine durchschnittliche Kovarianz nahe oder gleich Null
und damit einen kleinen a-Wert erzeugen. Man hat den Fall eines eigentlich sehr
homogenen Tests — die negativen Korrelationen kénnen u. U. durch Umformulie-
rung der Items sogar in positive verwandelt werden —, der aber gleichwohl einen
Wert o &~ 0 implizieren kann. In einem Leistungstest wird man diesen Fall aller-
dings kaum beobachten, da der Fall, dass eine Aufgabe geltst wird genau dann,
wenn eine bestimmte andere nicht gelost wird, sicherlich sehr selten sein wird. Bei
Fragen zu politischen oder sonstigen Finstellungen ist dieser Fall aber vorstellbar,
weil die Beantwortung u. A. von der Formulierung der Items abhéngt.

Umgekehrt 148t aber ein grofler Wert von « noch nicht auf Homogenitét schlie-
Ben, wie oben wegen der allgemeinen Konvergenz a@ — 1 mit wachsendem n ge-
zeigt wurde. Denn « wéchst mit dem Wert von n schon dann, wenn nicht alle
Korrelationen zwischen den Items gleich Null sind — die Korrelationen miissen
noch nicht einmal grofl sein. Da sie streng gleich Null in der Praxis nie sein wer-
den kann man bei hinreichend groflem Wert von n immer einen relativ hohen
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a-Wert erwarten. Gleichzeitig ist ein eher groflerer Wert von n wiinschenswert,
da er eine hohere Reliabilitdt des Tests impliziert.

Insgesamt erscheint Cronbachs «;, wenn es fiir sich betrachtet wird, kein gutes
Maf fiir die interne Konsistenz zu sein. Eine Inspektion der Korrelationen zwi-
schen den Komponenten bzw. Items wird in jedem Fall fruchtbarer sein als die
alleinige Fokussierung auf den Wert von «.

Es 148t sich zeigen, dass eine hinreichende und notwendige Bedingung fiir die
Beziehung p,.» = «, die Beziehung

T; = a;j = 7, fiir alle 4, j (3.2.63)

ist (Lord & Novick (1968), p. 90).

Dichotome Items und die Kuder-Richardson Formeln: Es wurde bereits
den Spezialfall von « diskutiert, der entsteht, wenn die Items dichotom beant-
wortet werden: Y; = 1 mit Wahrscheinlichkeit p; und Y; = 0 mit der Wahrschein-
lichkeit 1 — p;. Man erhélt dann die

Kuder-Richardson- Formel 20

n > iy pi(1 = pi)

= o9 = 11— == . 3.2.64
TN =T [ V(X) (3:2:64)

Gilt dariiber hinaus p; = p fiir alle ¢, so vereinfacht sich die Formel zur

Kuder-Richardson-Formel 21
n np(l —p)

= = 1-— . 3.2.65
amon =25 [1- ] (326
Guttmans \3: Perfekte Parallelitit etwa von Items Y7,...,Y,, wird es selten

geben. Berechnet man die Split-Half-Reliabilitdt, wo wird sie von der Art, in der
die Items in zwei Héilften geteilt werden, abhéingen, ebenso wie der Wert des zu
dieser Aufteilung gehérenden a-Wertes. Cronbach (1951) betrachtete den Fall
eines Tests mit 2n Items. Es gibt dann

1 (2n)!

2 (n!)?

verschiedene Weisen, den Test in Split-Half-Teile aufzuteilen. Fiir jede Aufteilung
kann das entsprechende «;. j = 1,..., N berechnet werden. Fiir den gesamten
Test mit 2n Items sei a = «ag,. Cronbach hat dann gezeigt, dass

E(Oéj) = (9, (3266)

wobei E(a;) die Erwartung iiber alle N Split-Half-as meint.
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Der Wert von o héngt von den Korrelationen zwischen den Items ab. Fiir
den Fall negativer Korrelationen kann der Fall eintreten, dass a negativ wird;
als untere Abschitzung fiir die Reliabilitdt ist dieser Wert aber nutzlos, da pg,
stets grofler oder gleich Null ist. Guttmann (1945) hat eine robustere untere
Abschitzung der Reliabilitéit hergeleitet, ndmlich

Ag=1-— V(lX) ;wn) + \/nQ_"1 Y KAVY))| (3.2.67)

1>]

Guttman hat mehrere untere Grenzen hergeleitet, A3 ist die dritte, daher der
Index 3.

3.2.6 Gewichtung der Testwerte und die Maximierung von «

Es ist im vorangegangenen Abschnitt angenommen worden, dass der Gesamttest-
wert einfach die Summe der Scores der einzelen Items ist. Es ist aber moglich,
dass es besser ist, die einzelnen Items zu gewichten, so dass der Gesamtwert eine
gewichtete Summe ist. So kann es niitzlich erscheinen, schwierigeren Items ein
hoheres Gewicht zu geben als leichteren, denn eine schwierigere Aufgabe losen
zu koénnen bedeutet, eine groflere Fahigkeit zu haben, als wenn man nur eine
leichtere 16sen kann. Das Ziel ist, die Gewichtung so vorzunehmen, dass die Qual-
titét des Tests verbessert wird. Die soll insbesondere bedeuten, dass der Wert von
Cronbachs « so grofl wie moglich wird.

Es sei X, der Gesamttestwert fiir eine Person a € P, und w; sei das Gewicht,
mit der Score oder Punktwert der j-ten Aufgabe in X, eingeht. Es ist dann

Xo=> w;Ya. (3.2.68)
j=1

Der Erwartungswert von X, ist dann

E(X,) = ijE(Yaj)7 (3.2.69)
j=1
und die Varianz ist
V(X,) =V ijyaj = ZM?V(YM‘), (3.2.70)
j=1 j=1

wobei angenommen wird, dass die Y,; stochastisch unabhéngig sind und mithin
alle Kovarianzen verschwinden.

Man kann X, als die Realisierung einer zufélligen Verénderlichen X auffassen.
Dazu stelle man sich vor, dass man in die Population (= Urne) greift und zufillig
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eine Person a auswéhlt. Damit nimmt X den X, an. X soll jetzt also einen
moglichen Testwert bezeichnen, X, bezeichnet einen bestimmten Wert, ndmlich
den der Person a. Natiirlich kann man jetzt den Erwartungswert und die Varianz
von X bestimmen: man hat zunéchst

X => wY; (3.2.71)
j=1

wobei Y} die zuféllige Verénderliche ist, die einen méglichen Testwert in der j-ten
Aufgabe représentiert. Erwartungswert und Varianz von X sind dann

E(X) = > wE(Yy), (3.2.72)
j=1

VX) = > wiV(yy) + > ) wiwK(Y;,Y5). (3.2.73)
j=1 i=1 j=1

Man bemerke, dass hier die Kovarianzen nicht verschwinden, denn tiber die Popu-
lation gemittelt kann es ja Korrelationen zwischen den Variablen Y; und Y} geben
(Korrelationen zwischen den Items!). Die Ausdriicke fiir E(X) und V(X) tauchen
auch — mit Gewichten w; = 1 fiir alle j — bei der Herleitung von (??7) auf. Es lafit
sich nun zeigen, dass o maximiert wird, wenn fiir die Gewichte die Ladungen der
Items auf der ersten Dimension einer Faktorenanalyse der Items, also der Matrix

der Korrelationen K(Y;,Y;)/\/V(Y;)V(Y}), gewahlt werden (Lord, 1958).

3.2.7 Schitzung der Reliabilitit

Mafzahl fiir die Reliabilitéit ist die Korrelation p,,/, wobei X und X’ Testwer-
te in Paralleltests sind. Man kann p,,s einfach schétzen, indem man, fiir eine
hinreichend grofle Stichprobe, die Stichprobenkorrelation r,, berechnet.

Retest-Reliabilitédt: Eine einfache Moglichkeit, einen 7-dquivalenten Test zu
erhalten, ist, den gleichen Test zu zwei verschiedenen Zeitpunkten an den gleichen
Personen zu administrieren; man spricht dann von Retest-Reliabilitdt. Man setzt
dabei voraus, dass das erste Testen keinen Einflufl auf das zweite Testen hat, die
Erwartungswerte und Varianzen also gleich bleiben.

Split-Half-Reliabilitit: Die zweite Moglichkeit ist, den zu evaluierenden Test
in zwei Hélften zu teilen; man spricht von Split- Half- Reliabilitdt. Es gibt verschie-
dene Moglichkeiten der Aufteilung: (i) Even-Odd: hier werden die Items durch-
nummeriert, die Items mit einer geraden Nummer kommen in Test 1, die mit der
ungeraden in Test 2; (ii) zufdllige Aufteilung: man verteilt die Items nach dem
Zufall auf Test 1 bzw. Test 2, (iii) Itemzwillinge: man bildet Paare von Items
mit gleicher Schwierigkeit und Trennschérfe und sortiert dann jeweils ein Item
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eines Paars in Test 1, das andere in Test 2. Tatséchlich berechnet man nun aber
die Reliabilitdt eines Tests von nur halber Linger, so dass der Reliabilitdtswert
korrigiert werden muf}. Spearman-Brown.

Parallelitét: Bei der Berechnung der Retest- oder Split-Half-Reliabilitdt muf
man festlegen, was unter “parallel” verstanden werden soll: 7-Aquivalenz, d.h.
gleiche 7-Werte und gleiche Fehlervarianzen V(g), oder essentielle 7-Aquivalenz,
oder kongenerische Tests. Nach Gleichung (3.2.4), Seite 149, gilt fiir die Kovarianz
der X- und X'-Werte K(X, X’) = V(7) und wegen 02 = 02 hat man 0,0,/ = 02,
so dass

V(r) = K(X, X), (3.2.74)

und weiter

V(e) =02 =V(X) - K(X, X'). (3.2.75)

Gilt also essentielle 7-Aquivalenz und Unkorreliertheit der Fehler, so erhélt man
eine Schitzung der Reliabilitdt nach

K(X, X')

Rel(X) = VX))

(3.2.76)

wobei fiir K(X, X) und V(X) die jeweiligen Stichprobenschéitzungen einzusetzen
sind.

Interne Konsistenz: Hier wird Cronbachs « oder, im Falle dichotomer Items,
die Kuder-Richardson-Formel (vergl. Seite 167) angewendet. Voraussetzung ist
die Eindimensionalitdt des gemessenen Merkmals. Eine konfirmatorische Fak-
torenanalyse kann dazu dienen, diese Homogenitét festzustellen bzw. Items zu
finden, die sich auf einer Skala anordnen lassen.

3.2.8 Reliabilitat und Testlinge

Ein Test bestehe aus n parallelen Subtests (Items) mit den Scores X;, und der
Gesamtscore sei

X(n) = Zn:X (3.2.77)
i=1

Man spricht von einem 7Test der Linge n. Die Frage ist, wie die Testparameter
von n abhingen.

Der Ausdruck fiir X (n) kann in der Form

n

n
X(n)= Z(TZ +e)=nt+ ) &, n=012... (3.2.78)
i=1 i=1
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geschrieben werden, wenn 7; = 7 fiir alle 7. Der Parameter n kann nun durch den
kontinuierlichen Zeitparameter t ersetzt werden. Dann ergibt sich

X(t)=nt+ Y e =tr+e(t), (3.2.79)
=1

(Lord & Novick 81968), p. 104 — der Ausdruck Y !_, ¢, ist mathematisch ein
wenig ungenau, weil die diskreten i-Werte ja gerade durch das kontinuierliche ¢
ersetzt wurden, aber es kommt hier nur auf die Idee an). Fiir eine fest gewihlte
Person ist der Erwartungswert von X (¢) gerade E(X) = ¢7, und (t) = X (t) —tr.
Ein wichtiger Spezialfall ist dann gegeben, wenn X (¢) die Anzahl der bis zum
Zeitpunkt t gelosten Aufgaben oder beantworteten Fragen ist. Der Fall eines
Tests doppelter Lange korrespondiert zu ¢t = 2, etc. Es sollen nun die folgenden
Annahmen gelten:

E(s(t)]r) = 0 (3.2.80)
E[&(tg)—é‘(tl)F = a2|t2—t1| (3281)
El(e(t2) —e(t1)(e(a) —e(t3))] = 0, (3.2.82)

wobei die Erwartungwerte iiber die Personen genommen werden. « ist ein Skalen-
faktor. Die Intervalle werden als halb offen definiert, d.h. etwa (t1,t2] = {t[t1 <
t < ts}. (3.2.82) insbesondere bedeutet, dass die Fehler in nicht iiberlappenden
Zeitintervallen nicht miteinander korrelieren sollen.

(3.2.79) impliziert E(X(¢)) = t7, so dass

E[X(t)/t] =71, V[X()/t] = az/t. (3.2.83)
Dann folgt
tlgglo E[X(t)/t] =, tlggo V(X (t)/t) =0, (3.2.84)
denn

E[X (t)/t] = E[(tr + e(t)/t] = 7 + E(e(t)/t) = 7.

(3.2.84) bedeutet, dass die Wahrscheinlichkeit, dass E[X (t)/t] # 7 ist, fiir grofer
werdenden t-Wert gegen Null geht. Dieser Sachverhalt steht hinter der Aussa-
ge, der wahre Wert 7 eines Probanden sei der Erwartungswert fiir einen Test
unendlicher Lénge.

Beziiglich der Fehler £(t) zu verschiedenen Zeitpunkten t1, to, . .. ldt sich nun
eine grundlegende Aussage beweisen:

Satz 3.2.2 Es gilt
El(e(t2) — e(t))(e(ta) — £(ts))] = a2, (3.2.85)

wobei t* = (tl, tQ] N (ts, t4].
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Anmerkung: (t1,t2] N (t3,t4] ist der Durchschnitt der Zeitintervalle (¢1,%2] und
(t3,tq]. t* ist die Lange dieses Durchscnitts. Ist ta < t3, so ist der Durchschnitt
leer und folglich ist t* = 0.

Beweis: Fiir den Spezialfall to = ¢4 reduziert sich (3.2.85) zu (3.2.81). Der
schon angemerkte Fall ¢t* = 0 liefert (3.2.82).

Es sei nun der allgemeine Fall t; < t3 < to < t4 gegeben. Der Ausdruck
auf der linken Seite von (3.2.85) bleibt richtig, wenn man e(t3) — e(t3) und
e(ta) — e(ta) einfiigt. Zur Abkiirzung werde A;; = e(t;) — €(t;) eingefiihrt.
Man erhilt dann fiir die linke Seite von (3.2.85)
E[Ag —Ayz] = E[A3 + Asi][Adz + Ags]
= E[A23A4] + E[Az1A]
+E[A3;] + E[Az1 Ags]

= .

Die Details des Ausmultiplizierens und Vereinfachens sind hier iibergangen

worden, weil sie einerseits zu Ubungszwecken selbst durchgefithrt werden
konnen und sie andererseits im Folgenden nicht bendtigt werden. O

Die folgenden Sétze werden nicht im Einzelnen bewiesen; das Schema der Herlei-
tung gleicht dem von Satz 3.2.2.

Lord & Novick (1968), p. 107, fithren die Notation
Xy(ty) = X(t2) — X(t1), tg=ta—1t; (3.2.86)
ein; von ihr wird im Folgenden Gebrauch gemacht.

Satz 3.2.3 Es seito > t1. Dann gilt

X(te) —X(t1) - (Xg\] _
E [H —E (tgﬂ =_7 (3.2.87)
mit pr = E(7). Weiter sei
% <W) -V (Z) = a2/(ty — t1) (3.2.88)
Y <X(tii : i(tl)) =V (%) —V(r) -V <Z> . (3.2.89)
Mit to =t und t1 = 0 folgt dann
V(e(t)) = a’t (3.2.90)
V(e(t)/e) = a2/t (3.2.91)
V(X(t)) = t*V(r)+ V(e(t)) (3.2.92)
V(X(#)/t) = V(r)+V(et)/t) (3.2.93)



Der folgende Satz enthilt einige niitzliche Aussagen iiber Kovarianzen:

Satz 3.2.4 FEs sei t; <ty und tz < ty. Dann gilt

K(e(m,e(“)) = a2/t (3.2.94)

ts |t
K<Xt(t)ﬁ> = V(7) (3.2.95)

K<Xt(t)6(f)> = V(e®)/?) (3.2.96)
K(X(tiz:i(tl),X(tii:i(m)) = V(r) (t2_t‘§z4_t3)(3.2.97)

Fiir die Korrelationen zwischen beobachteten, wahren und Fehler-Scores 143t
sich die Aussagen des folgenden Satzes herleiten:

Satz 3.2.5 Es sei wieder t1 < to und ts < t4. Dann gelten die Aussagen

E <X(t)T> _ VD (3.2.98)

; VXD OV
(X=X X=Xy _ V() ~ G 5 g9,
to — 11 ’ ty — 13 (V(1) + t2a_2t1 )(V(7) + t4a—223)' '

Satz 3.2.6 Es gelten die Aussagen

X X
lim p? ((t)T) =1 = limp? (05)7) =0 (3.2.100)
t—00 t t—0 t
X(t) e(t X(t) e(t
lim <()5()> —0 = lim (Ue()> -1 (3.2.101)
t—o0 t t t—0 t t
x, X/, x, X/,
lim (tg tg ) =1 = lim <tg tg > =0 (3.2.102)
tg—o00 / —0 /
tgg,—>oo g 9 t;g,ao g9

Diese Aussagen lassen sich verbalisieren:

1. Die Reliabilitdt eines Tests unendlicher Linge ist 1. Die Reliabilitét eines
Tests der Léange 0 ist Null.

2. Die Korrelation zwischen dem beobachteten Wert und dem Fehler-Score ist
gleich Null. Die Korrelation zwischen dem beobachteten Score und dem
Fehler-Score bei einem Test der Lénge 0 ist gleich 1.

3. Die Korrelation zwischen parallelen Formen der Lénge unendlich eines Tests
ist gleich 1. Die Korrelationen zwischen parallelen Formen eines Tests der
Léange Null ist wiederum Null.
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Diese Aussagen erscheinen auf den ersten Blick extrem, da es ja keine Tests mit
unendlicher Lange gibt, und Tests der Lange Null scheinen trivial zu sein. Der
Punkt ist, dass man ’'unendlich lang’ mit ’lang’ oder ’linger’ iibersetzen muf,
und die Lénge Null auf mit ’kurzer Test’. Die Korrelationen sind dann ’grof}’
oder ’klein’.

Die vorangehenden Resultate erweisen sich als niitzlich, wenn man Fragen
nach dem Wert einer Testverlangerung stellt. Um die Formeln zu adaptieren,
wird zunéchst ¢ = 1 gesetzt. Weiter wird X (¢)/t = X gesetzt. Ein Test der Lénge
kt ist dann einfach ein Test der Lange k; er wird mit X (k) bezeichnet.

Satz 3.2.7 Es gilt

E E?}:; - (kT +ek " > | (3.2.103)
v = Y paa (3.2.104)
K <X]](:k)> .9t E]} Dpee), (3.2.105)

mit per = p(X(1),X'(1)), X(1) eine Komponente von X (k) und V(X) ist die
Varianz der beobachteten Scores firt =1, (d.h. k=1).

Es ergibt sich nun die Spearman-Brown-Formel fiir die Reliabilitét eines verldn-
gerten Tests. Dazu seien X und X’ parallele Messungen mit Einheitslinge, und
X (k), X'(1) seien die dazu korrespondierenden Tests der Léngen k bzw. [.

Satz 3.2.8 FEin Test werde um k parallele Einheiten verlingert. Dann gilt

p(k, p >:1+(k—1);w' (3.2.106)

Dieses Ergebniss kann beniitzt werden, um vorherzusagen, um welchen Betrag
sich die Reliabilitdt verbessert, wenn ein Test um k Einheiten verldngert wird.
Die Voraussetzung ist aber — wie in Satz 3.2.8 schon gesagt wurde, dass die
Einheiten parallel sind. Kann Parallelitdt nicht vorausgesetzt werden, sollte man
sich auf Cronbachs « (3.2.46), Seite 160, (mit gebotener Vorsicht) beziehen.

3.2.9 Die Schitzung des wahren Wertes eines Probanden

Gegeben sei ein Proband a € P. Gesucht wird eine Abschéitzung seines wahren
Wertes 7,. In Abschnitt 3.2.1 ist darauf hingewiesen worden, dass die Gleichung
X, = 7, + €4 als Regressionsgleichung aufgefasst werden kann. Fiir eine beliebige
Regressionsbeziehung Y = a + X + e hat man bekanntlich E(Y) = a + SE(X),

so dass o = E(Y) — BE(X), 8 = puyoe/oy, 02 = V(X), o) = V(Y).
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Bei der Beziehung X = 7 4 ¢ gilt insbesondere £, = 1, und da generell fiir
den Korrelationskoeffizienten p,, = Byr0. /0, gilt, hat man insbesondere
Or
Pxr = —
x
Andererseits will man 7 vorhersagen, d.h. man betrachtet die Regressionsglei-
chung
T=0FmX+a—c¢, (3.2.107)

und es folgt

o o
Prz = /B'rwi = i’
oy O
so dass
o
Bro = U—; = Paat (3.2.108)

T

d.h. der Regressionskoeffizient fiir die Regression von 7 auf den Messwert X ist
gleich dem Reliabilitéitskoeffizienten. Also hat man, mit

o = E(r) — BraE(X) = E(X) — prE(X) = E(X)(1 — pou),

# = powr X + (1 — prar)E(X). (3.2.100)

Der wahre Wert 7 wird also vorausgesagt einerseits durch den Messwert X, und
andererseits durch den Erwartungswert E(X) der Messwerte in der Population,
wobei X mit dem Reliabilitdtskoeffizienten p,, und E(X) mit dessen Komple-
ment 1 — p, gewichtet wird. Bei grofler Reliabilitat, p,,» ~ 1, bekommt der
Messwert X ein starkes Gewicht, wihrend wegenl — p,,» = 0 der Erwartungswert
ein geringes Gewicht bekommt. Bei geringer Reliabilitét, p,.s =~ 0, ist es gerade
umgekehrt.

StandardMessfehler und Standardschitzfehler Aus X = 7 4 ¢ folgt
V(X) =V(r)+V(e) + 2K(T, ¢),

und da K(7,¢) = 0, folgt

V(X) =V(r)+ V(e), (3.2.110)
so dass
_V(r) , V() _ V(e)
1= V(X) +V(X) —pm/—i-V(X). (3.2.111)

Hieraus folgt sofort
V(e) =0 = 0x/1 — prar, (3.2.112)
mit o, = \/V(X). 0. ist der StandardMessfehler.
Aus X =7 + ¢ folgt
T=X-—¢, (3.2.113)
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und

V() = V(X) = V(e), (3.2.114)
V(r) . V()
v~ v (3.2.115)

In (3.2.5) wurde die Beziehung p,,s = p2. = V(7)/V(X) genannt. Dann kann
(3.2.115) in der Form

pgT =1-
geschrieben werden.

Versucht man, den wahren Wert einer Person aufgrund seines Scores vor-
herzusagen, vergl. (3.2.113), so wird man diesen Wert nicht fehlerfrei bestimmen
konnen: da der Score X fehlerbehaftet ist, wird auch die Vorhersage des 7-Wertes
einen Fehler haben. Den individuellen Fehler wird man nicht angeben kénnen, —
konnte man ihn angeben, so konnte man seine Vorhersage ja korrigieren und hétte
damit eine fehlerfreie Vorhersage des wahren Wertes, aber gerade diese kann man
ja gerade nicht haben. Man kann aber den ”"durchschnittlichen” Fehler angeben.
In der einfachen Regression gilt ja

0. =/ V(e) =0y /1 —12,.

Ersetzt man hier y durch 7, so erhélt man

oe =0\ 1—p2,, (3.2.116)

wobei o, fiir o, geschrieben wurde. o, heif3t Standardschdtzfehler. Definiert man
den Standardvorhersagefehler geméaf

on =0g\/1—p2 ., (3.2.117)

OA > 0z > 0. (3.2.118)

so hat man die Ungleichung

Die Gleichheitszeichen gelten nur dann, wenn entweder p,,» = 0 oder p,» = 1
(Lord & Novick, p. 68).

Die Vorhersage 7 ist wegen des unvermeidlichen Fehlers nicht genau; man
wird also ein Konfidenzintervall berechnen wollen. Ublicherweise wird die Nor-
malverteilung fiir 7 angenommen, so dass man 7+0.z, /3 berechnet. Die Annahme
der Normalverteilung muf natiirlich nicht korrekt sein. Interessanterweise wird
die Problematik dieser Annahme selten diskutiert. Eine Ausnahme ist Lumsden
(1976), der eine Reihe von Problemen in Zusammenhang mit dem Begriff des
wahren Wertes diskutiert.
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Abbildung 21: Homogener (eindimensionaler) Test: links idealer Test, rechts mit
zufilligen Abweichungen von der Testskala

Testskala Testskala
= A3 = A3
5 5 A2 /| 7
(72} A g
& 2 @
£ £
a a
A, A,
Dimension | Dimension |

3.3 Itemcharakteristika

Im Folgenden werden die Begriffe der Schwierigkeit und der Trennschérfe, die ja
schon in Abschnitt 2.6 im Zusammenhang mit Itemfunktionen vorgestellt wurden,
noch einmal im Rahmen der KTT definiert.

3.3.1 Die Homogenitit von Items

Der Begriff der Homogenitét von Items ist bereits charakterisiert worden und wird
hier wegen der Systematik noch einmal erwdhnt: Item sind homogen, wenn sie
dasselbe Merkmal messen. Dieses Merkmal kann eine Kombination von p Merk-
malen sein, so dass ein Item als p-dimensionaler Vektor x(z1,...,z,) darstellbar
ist; die Komponenten z;, i = 1,..., p sind die Ausmafle, in denen diese Merkma-
le benétigt werden, damit das Item "positiv’ beantwortet werden kann. k Items
sind homogen, wenn die entsprechenden Vektoren x;, j = 1,...,k alle dieselbe
Richtung haben und sich nur hinsichtlich ihrer Lénge unterscheiden, so dass etwa
X = axj, a > 0. Dann gilt auch z;; = ax;; fiir alle 4, d.h. die Zusammensetzung
der Items ist bis auf Proportionalititsfaktoren, die fiir alle Komponenten gelten,
gleich. Abbildung 21 (links) zeigt den Idealfall, rechts wird der fehlerbehaftete
Fall illustriert. Homogene Items sind durch hohe Korrelationen charakterisiert.
So seien x; und x; zwei Vektoren, die homogene Items repréisentieren, so dass
x; = ax;. Die Korrelation zwischen ihnen ist dann durch

XXy alx|?

=1, (3.3.1)

T = €000 = gl allxgl?
was auch schon daraus folgt, dass die Vektoren eine identische Orientierung haben
miissen, so dass § = 0, und cos0 = 1. Dies gilt fiir alle Items, deren Vektoren
dieselbe Orientierung haben, unabhingig von der Schwierigkeit der Items, die
man durch die Lange ||x;|| der Vektoren reprisentieren kann: die « kiirzen sich
ja stets heraus.
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Perfekte Homogenitéit wird man hochst selten finden; nimmt man also an,
dass sich die x; nur wegen kleiner "Fehler” in der Orientierung unterscheiden, so
werden die Korrelationen kleiner als 1 sein. Sie sollten allerdings einigermafien
hoch sein, um von homogenen Items sprechen zu kénnen.

In Punkt 2, Seite 161 wird die Homogenitét im Zusammenhang mit Cronbachs
« diskutiert. Man denke auch an den Begriff der lokalen Homogenitét, wie er von
Ellis & Wollenberg (1993) eingefithrt wurde (vergl. Seite 69).

3.3.2 Die Schwierigkeit von Items

Es sei Y;; die (numerische) Kodierung fiir die i-te Person beim g-ten Item, ¢ =
1,...,mund g =1,...,n, dh es gebe m getestete Personen und n Items. Im vor-
angegangenen Abschnitt 3.2.6 ist die Gewichtung von Items eingefiihrt worden.
Eine solche Gewichtung kann im Folgenden mitgedacht werden, indem man sich
die Gewichte in die Score-Variablen y;, aborbiert vorstellt. Dazu definiert man
einfach y, g = WjYig und benennt dann die ygg wieder in 3,4 um. Der Testscore der
i-ten Person ist dann die Summe

n
Ti= Y Yig- (3.3.2)
g=1

Nimmt man den Erwartungswert auf beiden Seiten, so erhélt man
n
E(z;) =7 =Y E(yi). (3.3.3)
g=1

Es werden nun speziell dichotome Items betrachtet, so dass Y;, € {0,1}, dh Y},
kann entweder den Wert 0 oder den Wert 1 annehmen. Dann erhilt man fiir den
Erwartungswert 7, fiir das g-te Item

Txy = Zﬂ'ig =Ty, (334)
=1

wobei 7, die Wahrscheinlichkeit ist, dass ein Item "positiv” beantwortet wird;
tatséchlich ist ja jetzt

E(yig) =mg -1+ (1 —7y) - 0 =7y,

wobei die Erwartung iiber alle Personen aus P genommen wird.

Fiir die Klassische Testtheorie (KTT) gilt nun

Definition 3.3.1 Die Wahrscheinlichkeit 7, ist die Schwierigkeit des g-ten Items.
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In Abschnitt 2.6.3 wurde die Schwierigkeit eines Items I, als der Parameter
kg eingefiihrt, wobei k4 eine Art Schwellenwert ist: die Merkmalsauspriagung zum
Zeitpunkt des Testens mufl mindestens gleich x4 sein, damit es "gelost” wird, d.h.

BO= [ s

g(0—rg)

wobei ¢ die Standardnormalverteilung ist. s, entspricht aber nicht dem Index
7y in der KTT. 7, ist ein Mittelwert von Antworten iiber eine Population. Fy(6)
gibt die Wahrscheinlichkeit einer Antwort (Losung) als Funktion des F#higkeit-
sparamters?® ¢ an. Eine Antwort — also der Wert Y, = 1 der entsprechenden
Indikatorvariable — erlaubt aber keinen eindeutigen Riickschlufl auf den Wert von
6. Eine Person, die das Item I, beantwortet hat, hat einen Fahigkeitsparameter
6, oder &', oder 0", etc. Skaliert man die 6 so, dass in der Population E(f) = 0
und V(#) = 1 ist nimmt man an, dass die §-Werte in der Population standard-
normalverteilt, also N (0, 1)-verteilt sind, so ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei
einer Person aus der Population Y, = 1 gilt, durch

P(Yg =1)= Fg(ﬂ)w(ﬁ) + Fg(el)ﬂo(g/) T

wobei ¢ die Dichte der N (0, 1)-Verteilung ist. Dies ist eine sehr ungenaue Schreib-
weise, die nur verdeutlichen soll, was gemeint ist, dass namlich wber alle 0, die in
der Population auftreten konnen, summiert wird. Dies fithrt zu dem Ausdruck

PY,=1) =, = /_ B, (0)(6)do. (3.3.5)

Es 148t sich zeigen, dass dieses Integral auf eine einfache Form gebracht werden
kann (Lord & Novick (1968), p. 377), némlich

m= [ el = a(—y), (3.3.6)
7

g

mit b
a
vy = —2—. (3.3.7)
\/1+a2
Abschnitt 2.6.3, Gleichung (2.6.15) wurde ay = 1/04, by = k4 angegeben, wobei
03 die Varianz der individuellen Verteilung des Merkmals 7 ist (die fiir alle Per-
sonen gleich sein soll). Setzt man diese Ausdriicke fiir oy und by in (3.3.7) ein,
erh&lt man p
g

P (3.3.8)
\/1+ 02

“3Der auch als Erwartungswert einer individuell fluktuierenden Merkmalsausprigung gesehen
werden kann.




Damit erhdlt man eine Beziehung zwischen dem Parameter x4, der die Schwierig-
keit an sich des Items I, angibt, und dem populationsabhéngigen Schwierigkeit-
sparameter 7y, der den Anteil der (Y, = 1)-Antworten in der Population angibt.
Fiir den Spezialfall 03 =konstant fiir alle Items I, ist 7, proportional zum Schwel-
lenparameter rg4; dieser Spezialfall wird beim Rasch-Modell angenommen. Gene-
rell wird die Population durch die Varianz 03 charakterisiert. Je grofler 03 ist,
desto kleiner wird m,. Das ist plausibel, denn mit groler werdender intraindividu-
eller Varianz des Merkmals 7 wird die Wahrscheinlichkeit gréfer, dass n > kg ist.
Also werden mehr Personen in der betrachteten Population das Item beantworten

oder 16sen.

Dass bei dieser Interpretation Populationen nur in Bezug auf die intraindi-
viduelle Varianz unterschieden werden, mag unbefriedigend erscheinen. Die In-
terpretation ergibt sich aus der Standardisierung der 6-Verteilung, die Lord &
Novick vorgenommen haben, um das Integral auf die einfache Form (3.3.6) brin-
gen zu konnen. LaBt man populationsspezifische E(6)-Werte zu, ergibt sich eine
auch von E(#) abhéngende Interpretation des m,-Wertes.

Schitzung der Schwierigkeit von Items: Es wird zunéchst der Fall dichoto-
mer Items betrachtet. Man hat zwei mogliche Félle, ndmlich den Fall, das Pro-
banden raten kénnen; dies kann der Fall sein, wenn Aufgaben gel6st werden, oder
den Fall, dass Raten vernachléssigt werden kann, wie etwa im Fall von Person-
lichkeitstests.

Fiir eine Stichprobe erhélt man als Schétzung fiir 7,, wenn kein Raten be-
riicksichtigt werden muf3,

1 m
1=

und py ist eine Schitzung fiir 7,. Muf die Moglichkeit in Betracht gezogen werden,
dass die Probanden auch raten, so wird im Falle von k Antwortkategorien die
Schitzung

1 N
by = <Nr - _f1> (3.3.10)

berechnet, wobei NV der Stichprobenumfang, N, die Anzahl der korrekten und Ny
die Anzahl der falschen Beantwortungen ist. Fiir den Spezialfall £ = 2, d.h. fiir
dichotome Items ergibt sich daraus

(3.3.11)

Polynome Items: Der Schwierigkeitsindex bei nicht-dichotomen Items wird iib-
licherweise als das arithmetische Mittel der Einschétzungen definiert. Gegeben-
falls représentiert allerdings der Median die Schwierigkeit.
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3.3.3 Die Trennschirfe

Definition 3.3.2 Die Trennschirfe** eines Items ist durch die Korrelation PXg =
p(yg, X) zwischen den Werten Y, und dem Gesamttestwert X gegeben. pxg heifit
auch Trennschéarfeindex fiir das g-te Item.

Der Gesamtwert der i-ten Person im Test ist X; = > o Yig- Die Korrelation zwi-
schen irgendzwei Items — genauer gesagt: zwischen den Représentationen Y, und

Y}, der Antworten — ist

K(Y,,Y;
Pgh = Ky, Ya) (3.3.12)

O40h

mit oy = \/V(Yy,), on = V/V((Y2) und V(Y) = E[(Yy —E(Y,))?]; V(Y}) ist analog
definiert. Man erinnere sich, dass p;; = UJZK(Yj, Y;). Damit kann man die Varianz
der X;-Werte in der Form

V(X)=02=> > 090up(Yy, Vi) = > > 040npgn (3.3.13)

g=1h=1 g=1h=1

schreiben. Sind die Items insbesondere dichotom, so ist
V(Yy) = mg(1 —mg), (3.3.14)

und 7, ist die Schwierigkeit des g-ten Items. Es gilt der

Satz 3.3.1 Die Streuung o, der X-Werte ist eine gewogene Summe der Trenn-
schirfen der Items, d.h. es gilt

0x =Y Ogpxg (3.3.15)
g

Beweis: Es ist

V(X) =02 =K(X,X) =K(X, ) Yy) =E(X ) Y,) ~E(X)E(Y_Yy),

und diese Gleichung kann in der Form

or =D E(XYy) = Y E(X)E(Y,) =Y [E(XY,) — E(X)E(Y,)]

g9

geschrieben werden, d.h. es gilt
ol = ZK(X, Yy) = Z O020gPXg = Oz ZngXga
g g g

so dass nach Division durch o, die Gleichung (3.3.15) resultiert. O

“4Discriminating power
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Fiir die Trennschérfe selbst gilt nun

Satz 3.3.2 Der Trennschdrfeindez fir das g-te Item ist durch

1 n
— 3.3.16
PXg szahﬂgh ( )
h=1
gegeben.
Beweis:
K(Y, V3, Y, E(Y,Y,) — 3, E(Yi)E(Y,
e oy~ KW Ye) | S EORY,) 3, EE(Y).
0404 0304
d.h.

_ Zh K(YhYg) _ 09y Zh OhPgh
Pxg = g = e R
r¥g xzCg

woraus sofort (3.3.16) folgt.

Der Ausdruck (3.3.16) zeigt, dass der Trennschéirfeindex eine gewogene Summe
der Korrelationen zwischen dem g-ten und den iibrigen Items ist. Ist px, grof, so
bedeutet dies, dass man von der Antwort auf das g-te Item auf den Gesamttest-
wert schlieen kann. Konkret heifit dies, dass etwa die Beantwortung des g-ten
Items auf einen hohen X-Wert, die Nichtbeantwortung auf einen niedrigen X-
Wert schlieflen 148t. Insofern trennt das g-te Item Personen mit hohen X-Werten
von solchen mit niedrigen X-Werten. Ist andererseits px, ~ 0, so ist dieser Schluf3
nicht zuléssig; das Item trennt dann Personen mit hohem X-Wert nicht von sol-
chen mit niedrigem X-Wert.

Auch bei der Trennschérfe kann die Beziehung zur Itemfunktion (Ogive-
Modell) hergestellt werden. Wird wieder angenommen, dass ¢ in der Population
N(0, 1)-verteilt ist (also E(f) = 0 und V(#) = 1), so findet man (Lord & Novick
(1968), p. 378)

ag ©(7g)

Pog =
\/1+a§ Vg(1 —my)

wobei py, die punkt-biseriale Korrelation zwischen dem Item I, und 6 ist. Die
Grofe

(3.3.17)

Pl = ——L— (3.3.18)

1/1—i—a§

ist gleich der biserialen Korrelation p’gg zwischen 6 und der Indikatorvariablen
Y,, und diese Korrelation ist ein Maf fiir die Trennschérfe des Items I,. Fiir den
Parameter o ergibt sich

ay = ——t—. (3.3.19)

182



ag ist demnach eine monoton wachsende Funktion der biserialen Korrelation zwi-
schen dem Item I, und der latenten Variable 7).

Schitzung der Trennschirfe: Es werden zunéchst dichotome Items betrach-
tet. Der Trennschérfeindex ist als Korrelation der Itembeantwortung mit dem
Gesamttestwert definiert worden. Der Produkt-Moment-Korrelationskoeffizient
wird, wenn eine der Variablen eine (0, 1)-Variable ist, zum punktbiserialen Kor-
relationskoeffizient.

Allerdings ist hier zu beachten, dass die Korrelation der Antworten auf I, mit
dem Gesamtwert einen verfialschten Wert geben kann, denn die Antwort auf I, ist
ja im Gesamtwert enthalten. Man korrigiert dies, indem man die Antworten auf
I, mit der von der Antwort auf I, bereinigten Gesamtantwort korreliert. Diese
Korrektur ist unter dem Namen part-whole-correction bekannt:

pygx(ax —0y)

(3.3.20)

P(Yg: X — yg) = \/

2 2
o;+ o5 — 20290404

3.3.4 Itemvaliditat

Die Validitét eines Items ist durch die Korrelation p(Yy,&) = pge von Y, mit
einem externen Kriterium?® ¢ gegeben, also

poc = K¥5.6) (3.3.21)

O'gO'S

3.4 Validitat
3.4.1 Die allgemeine Definition

Definition 3.4.1 Es sei X = Zng der Testscore fiir einen Test, und es sei &
den Wert eines externen Kriteriums, also einer Variable, die das zu messende
Merkmal reprisentiere. Die Gliltigkeit des Tests ist die Korrelation px¢ zwischen
den X-Werten und den korrespondierenden &-Werten.

Es gilt der

Satz 3.4.1 Die Korrelation px¢ ist durch

K(§,X)  Dog0gPge
PXE = ( ) = g 979 . (3.4.1)
O'.Z’O-f Zg nggX
gegeben, wobei pye die Validitit des g-ten Items ist, und pyx die Trennschdrfe
dieses Items.

45Urspriinglich wurde 7 statt & ("xi”) geschrieben. Die Umbenennung erfolgte, weil der Buch-
stabe 1 bereits in einem anderen Zusammenhang eingefiithrt wurde.
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Beweis: Die Kovarianz zwischen X und £ kann in der Form
K(&,X) =K(& ) Yy) =E(€)_Y,) ~E(©EQ_Y,)
g g g
angeschrieben werden, d.h.
K(¢ X) =D E(Yy) — Y _E(©E(Y,) = > [E(£Y,) — E()E(Y,)],
g

g g

so dass

K(EX) =Y K(EY,) =0¢ Y 0gpge

g
folgt. Dann ist

K. X o o o
pxe = (€, X) _ % Zg 9Pgs _ Zg gpgé7 (3.4.2)
O¢O0y O¢0yg Og
und wegen Satz 3.3.1, Gleichung (3.3.15) folgt (3.4.1). O

Die Gesamtvaliditét eines Tests ist also proportional zur gewogenen Summe der
Itemvaliditdten und umgekehrt proportional zur gewogenen Summe der Trenn-
schérfeindices.

px¢ wird offenbar maximal, d.h. gleich 1, wenn nach (3.4.1)
Z OgPgtc = Z OgPgX-
g g

Dies ist sicher der Fall, wenn pge = pyx fiir alle Items I,;, wenn also alle Item-
giiltigkeiten gleich den Itemtrennschérfen sind. Da px¢ < 1 sein muf, kann man
davon ausgehen, dass im Allgemeinen pge < pyx, d.h. die Itemgiiltigkeiten sind
i. A. kleiner, hochstens gleich den korrespondierenden Trennschérfen.

Setzt man den Ausdruck fiir o, aus (3.3.13) in (3.4.2) ein, so erhélt man den
zu (3.4.1) dquivalenten Ausdruck

Zg OgPgt
VS oaonog

Dies heif3t, dass die Giiltigkeit eines Tests, wie schon bemerkt, proportional zur
gewogenen Summe der Itemvaliditdten ist, und dass sie umgekehrt proportional
zur Wurzel der gewogenen Summe der Iteminterkorrelationen ist: je kleiner diese
Korrelationen sind, desto giiltiger wird der Test. Kleine Iteminterkorrelationen
kénnen wiederum bedeuten, dass die Items verschiedene Dimensionen (Faktoren)
messen. Es ist plausibel, dass insbesondere komplexe Merkmale um so valider
gemessen werden, je mehr Aspekte (Dimensionen) des Merkmals erfasst werden.

pxe = (3.4.3)

Die Definition der Validitéit eines Tests kann verallgemeienert werden zum
Begriff der Validitdt in Bezug auf einen anderen Test mit den Scores Y':
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Definition 3.4.2 Die zufdllige Verdnderliche X reprdsentiere die Messungen ei-
nes Tests, und die zufillige Verdnderliche Y reprdsentiere die Messungen eines
anderen Tests. Die Validitat der Messungen X in Bezug auf die Messungen Y
ist durch den Korrelationskoeffizienten

K(X,Y)

= —= 3.4.4
Py 20y ( )

gegeben, wobei o, = /V(X) und oy = /V(Y).

Die Idee hinter dieser Definition ist natiirlich, dass man fiir die zu messende Varia-
ble, fiir die ein Test die Werte X liefert, letztlich stets einen zweiten Test derselben
Variablen benotigt; dieser liefere die Messwerte Y. So konnen die Y-Werte Mes-
sungen anhand eines bereits etablierten Tests sein, iiber dessen Giiltigkeit bereits
Informationen vorliegen. Im Idealfall weil man bereits, dass dieser Test das inter-
essierende Merkmal sehr gut erfasst. Der Test, dessen Giiltigkeit erfasst werden
soll, konnte etwa eine Kurzform des bereits vorliegenden Tests sein. Sind X die
Werte eines Berufseignungstests, konnten Y die Noten fiir die Abschlulpriifung
der Berufsausbildung sein.

3.4.2 Parallele und nichtparallele Messungen

Sind die Messungen X und Y nicht parallel, so folgt

K(7p + €2, 7y + €y)

Pxy =
Y T20y ’

und
K(7z + €2, 7y + &y) = E[(12 + €2)(1y + &) — E(7z + €2)E(7y + &y).

Multipliziert man die Ausdriicke aus und beriicksichtigt die Befunde (3.1.2) bis
(??), so ergibt sich hieraus

KX,Y) = K(7, 7). (3.4.5)

die Kovarianz zwischen den X- und Y-Werten ist gleich der Kovarianz zwischen
den wahren Werten 7, und 7,. Der Gliltigkeitskoeffizient py, ist also im Falle nicht

paralleler Messungen durch
K(72, 7y)
Py = — (3.4.6)
z0y
gegeben. Fiir den Spezialfall 7, = 7, 0, = 0, erhélt man daraus wieder den Fall
paralleler Messungen und es ist
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die Validitat ist dann gleich der Reliabilitdt des Tests. Im Falle nicht-paralleler
Tests wird die Validitdt p,, natiirlich kleiner als dieser Maximalwert sein, so dass

man allgemein
pry < P2r = Rel(X) (3.4.8)

gelten wird, d.h. die Reliabilitdt eines Tests ist eine obere Grengze fiir die Validitét
des Tests. Dieser Punkt wird im folgenden Abschnitt noch weiter elaboriert: es
wird gezeigt, dass die Validitéit i. A. kleiner oder hochstens gleich der Wurzel
aus der Reliabilitdt ist. Dies ist kein Widerspruch zu (3.4.8), denn wenn die
Reliabilitét gleich 1 ist, gilt notwendig auch (3.4.8), da eine Korrelation nie grofier
als 1 sein kann.

3.4.3 Attenuierung, Reliabilitit und Validitét

H&ufig ist man nicht an den Messungen fiir sich interessiert, sondern an den durch
sie (hoffentlich) erfassten latenten Variablen und an den Beziehungen zwischen
den verschiedenen latenten Variablen. Es seien also X und Y die Messungen
zweier Tests, die die latenten Variablen 7, bzw. 7, erfassen mogen. Da die X-
und Y-Werte fehlerbehaftet sind, wird die Korrelation p,, kleiner sein als die
eigentlich interessierende Korrelation p(7;, 7).

Attennuierung: Die Gleichung (3.4.6) liefert bereits eine Beziehung zwischen
K(7z,7y) und pgy. Aus ihr 18t sich aber noch nicht allgemein ablesen, ob stets

Pay = p(Tz; Ty) oder poy < p(72,7y) gilt.

Satz 3.4.2 FEs ist P
p(Te, 7)) = ——F—, (3.4.9)
o v/ Pz’ Pyy’

sowie
(T, Ty) > Pay- (3.4.10)

Beweis: Aus der Definition der Reliabilitit in (3.2.3), Seite 148 folgt
V(72) = paar V(X), V(1) = pyy V(Y).
Dann kann man p(7,,7,) in der Form

o K(ng,Ty)
P(Tes Ty) VV(X)V(Y)paa pyy

schreiben, und wegen (3.4.6) erhélt man daraus (3.4.9).

Wiirde p(75,7y) = \/% < pgy gelten, so folgte 1 < | /Dyzr Pyyr, Was aber
nicht sein kann, da pg,r < 1 und py,y < 1 und mithin |/pgzpyy < 1 gelten
muf. Also folgt (3.4.10). O
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Die Gleichung (3.4.9) zeigt, wie eine Beziehung zwischen nicht direkt beobacht-
baren Gréflen anhand bekannter Groflen berechnet werden kann. Die Gleichung
gibt ebenfalls eine Beziehung zwischen der Giiltigkeit von X beziiglich Y (und
umgekehrt) und den Reliabilitiaten p,,» und py,, an:

Satz 3.4.3 Die Gliltigkeit ist stets kleiner, hichstens gleich der Wurzel aus der
Reliabilitdt des Tests, also

Pay < Pz’ (3.4.11)
Beweis: Aus (3.4.9) folgt

pay = p(TasTy)\/Pas Py (3.4.12)

Nun gilt sicherlich pz,r < 1 und py, < 1, mithin folgt |/pzzpyy < 1, s0
dass einerseits

Py < p(Ta,Ty), (3.4.13)
und wegen p(7,,7,) < 1 folgt ebenso
Py = \/Pza Pyy’ s (3.4.14)

d.h. die Validitét ist hochstens gleich dem geometrischen Mittel der Reliabi-
litdten der X- und der Y-Werte. Wegen pg, < 1 und py,» < 1 folgt weiter

VPzz' Pyy’ < v Paal
so dass schlieBlich (3.4.11) folgt. O

Die bis hierher herleiteten Beziehungen zwischen Reliabilitdt und Validitét
erweisen sich nun als komplex; Lord & Novick (1968), p. 332 sprechen sogar von
einem (Giiltigkeits-) Paradox. Denn um die Giiltigkeit zu erhéhen, wird man
— als notwendige, wenn auch noch nicht hinreichende Bedingung — den oberen
Wert \/pg.r, also die Wurzel aus der Reliabilitét erhdhen. Der untere Wert fiir
die Reliabilitit ist aber Cronbachs «, und wie der Gleichung (3.2.47), Seite 160,
zu entnehmen ist, wird o um so gréfler, je grofier die Varianz V(X) = o2 ist. In
(3.2.57), Seite 162, wurde « in der Form

1 o2
o= Y, = —
G-+ 1779
angegeben, mit
S:;Ephaah 52:l202
n(n —1) gy n 9
g#h 9

Fiir festen Wert von n wird « grof}, wenn ¢ klein ist, und ¢ wird klein, wenn S
relativ zu 62 groB wird. Das ist der Fall, wenn die Korrelationen Pgh zZWischen den
Items grof} sind. Dies korrespondiert zu (3.3.13), und (3.3.15) (Seite 181) bedeu-
tet, dass die Trennschérfeindices méglichst grofl sein sollen. Die Gleichung (3.4.1),
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Seite 183, zeigt aber an, dass hohe Trennschérfen (relativ zu den Iteminterkor-
relationen) die Giiltigkeit eher reduzieren (man kann 7 durch Y ersetzen). Die
Gleichung (3.4.3), Seite 184, impliziert aber, dass die pgp, eher klein sein sollten,
damit die Giiltigkeit grofl wird, eine Forderung, die mit der Annahme kompatibel
ist, dass ein Test um so giiltiger sein wird, je mehr verschiedene Aspekte eines
Merkmals erfafit werden.

Eine praktische Methode, die Giiltigkeit und die Reliabilitdt zu erhdhen, be-
steht darin, die px,-Werte der Items gegen die korrespondierenden pgy-Werte
aufzutragen ("plotten”). Dies wird auf Grund der Beziehung (3.4.2) motiviert.
Die Punktwolke sollte durch eine Regressionsgerade “erklirt” werden. Es 148t
sich zeigen, dass die Steigung der Regressionsgeraden durch den Wert von px,
wie in (3.4.1) definiert, gegeben ist. Items, die zu weit von der Regressionsgeraden
entfernt sind, insbesondere die am unteren und am oberen Ende der Punktwolke,
sollten entfernt werden, — dadurch wird die Validitat erhoht.

3.4.4 Arten von Validititen.

Es werden verschiedene Arten von Validitdt diskutiert (Cronbach & Meehl (1955))

1. Inhaltsvaliditét: Dieser Begriff entspricht am ehesten dem intuitiven Be-
griff von Giiltigkeit: Inhaltsvaliditéit reflektiert das Ausmafl; mit dem ein
Test das zu messende Merkmal in einem moglichst weiten Sinne erfasst
und ist deshalb mit dem Begriff der Inhaltsvaliditéit ist deshalb mit der
logischen Validitdt eng verwandt. Die Testitems sollen eine Stichprobe aus
dem Universum aller moglicher Items, die das Merkmal erfassen, sein. Ei-
ne Quantifizierung ist oft schlecht moglich. Inhaltsvaliditdt soll deduktiv
erfasst werden.

2. Kriteriumsvaliditédt: Gelegentlich lassen sich bestimmte Kriterien defi-
nieren, die das Merkmal charakterisieren. Die Testwerte kénnen dann mit
Kriteriumswerten korreliert werden. Die Kriterien sind z.B: Leistungen, die
vorhergesagt werden, etwa ein erfolgreicher Studienabschluf}, erfolgreiche
feindliche Ubernahmen konkurrierender Firmen, etc. Wird das Kriterium
nach der Testgabe iiberpriift, wird auch von pradiktiver Validitit gespro-
chen. Wird das Kriterium zur gleichen Zeit erhoben, zu der auch der Test
gegeben wird, so ist die Rede von kurrenter Validitit (concurrent validity)

3. Konstruktvaliditit: Diese Form der Validitdt wird betrachtet, wenn es
um den Test eines Merkmals geht, das zunéchst nicht operational defi-
niert ist. Der Testkonstrukteur mufl dann fragen, welche "Konstrukte” —
also letztlich auch wieder Merkmale — die unterschiedlichen Messwerte im
Test erzeugen, also die Varianz der Testwerte. Der Konstrukteur mufl dazu
bestimmte Regeln — "Operationen” — festlegen, die das Merkmal eben als
Konstrukt definieren.
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Ein Beispiel ist der MMPI*0. Das urspriingliche Ziel war, zwischen bestimm-
ten Gruppen von Patienten und "Normalen” zu unterscheiden. In der weite-
ren Forschung sollte dann versucht werden, die Personlichkeit, die mit den
verschiedenen Testwertprofilen einhergehen, zu charakterisieren mit dem
Ziel, Verhaltensweisen vorhergesagen zu kénnen, deren Charakteristika bis-
her noch nicht in empirischen Validierungsstudien untersucht werden konn-
ten.

Ein weiterer Validitatsbegriff ist der der faktoriellen Validitdt. Diese bezieht sich
auf die Korrelation der Testwerte mit einem Faktor, wie er in faktorenanalyti-
schen Untersuchungen des Merkmals gewonnen wurde. Ein Beispiel ist der Gene-
ralfaktor der Intelligenz, wie er von Spearman 1904 vorgeschlagen wurde. Dieser
Faktor soll eine gute Inhaltsvaliditat haben und die Testwerte sollen gut mit ihm
korrelieren, d.h. Tests sollen hoch auf diesem g-Faktor laden.

3.4.5 Validitit bei Testverlingerung

Es ist gezeigt worden, wie sich die Reliabilitdt bei Verlangerung des Tests ver-
bessert. Eine analoge Aussage kann fiir die Validitét hergeleitet werden (Lord &
Novick (1968), p. 114).

Satz 3.4.4 Es seien X und Y verschiedene Tests (generated by distinct proces-

ses) mit Einheitslinge, und es seien X (k) und Y (I) die gleichen Tests, aber mit
den Ldngen k bzw. I. Dann gilt

(3.4.15)

JECR( HAA(X,Y)
1+ (k= 1)pzar][1 + (I — 1)pyy’].

E 7ol
P [X (k) /k, Y (1) /1] ist die Giiltigkeit (Validitdt) eines verlingerten oder verkiirzten
Tests in Bezug auf einen zweiten verlingerten oder verkiirzten Test und ist eine
streng monoton wachsende (fallende) Funktion von k und l.

Der Satz erlaubt es, die Giiltigkeit eines Tests, der auf k Einheiten verlangert
wird, in Bezug auf einen zweiten Test mit Einheitslinge (I = 1) zu berechnen.
Dazu setzt man in (3.4.15) einfach [ = 1 und erhalt

X (k) _ kP(X)Y)
Vs (kY> = Tr kD (3.4.16)

Um zu sehen, wie p?(X(k)/k,Y) sich fiir gréfler werdenden k-Wert verhilt, teilt
man Zihler und Nenner durch & und erhélt

X(k) Y XY
p2 <k7Y> B 1/k + (1 - 1/k):0a:m”

46 Minnesota Multiphasic Personality Inventory
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so dass

2
lim p? (X]ik)jy> — M
Pz’

Aus (3.4.15) ergeben sich weitere Attenuierungsformeln. Es ist

. X(k)
2 2
waY = 1 )
Ary) = i ot ()
2 2
P (X,Y) pe(X,Y)
= 1 == . 3.4.17
oo 1k + (1— 1/K)pee  poar (8:4.17)
Analog dazu findet man
Y(l 2(X,Y
P2(X,7,) = lim p <X, ()> _ ey (3.4.18)
=00 l Pyy’
Schliellich findet man
X(k)Y(l 2(X,Y
P2(7e,7y) = lim p2< (k) ()> _ ey (3.4.19)
lk:gg k ! Pz’ Pyy’

(verl. Gleichung (3.4.9)).

3.5 Die Abschitzung von Verinderungen (Gain)

Vielfach mochte man das Ausmafl der Verdnderung einer Merkmalsauspragung
bestimmen, — etwa in Therapieerfolgsstudien, Trainings- und anderen Interventi-
onsmafinahmen. Man hat dann Messungen X; vor der Mafinahme (die natiirlich
auch darin bestehen kann, dass man einfach Zeit vergehen 14t), und Messungen
X2 nach der MaBinahme. 7 = E(X;) und 7 = E(X3) seien die wahren Werte
im Préatest bzw. im Posttest. Die Messungen X; und X9 werden sich wegen der
unvermeidlichen Messfehler in jedem Fall unterscheiden; man ist also an der Dif-
ferenz AT = ™ — 71 der wahren Werte interessiert. Diese "wahren” Differenzen
79 — 71 heiflen in der englischsprachigen Literatur auch gain, was fiir Steigerung,
Gewinn etc steht.

Die wahre Differenz 75 — 7, kann vom wahren Wert 71 im Prétest abhéngen.
Man ist deshalb an der Korrelation zwischen den 79 — 7- und den 71-Werten
interessiert. Es sei 07 = V(X1), 02 = V(Xa), p12 = p(X1, X2), prrv = p(X1, X7),
paz = p(X2, X5). Dann gilt*”

o2p12 — 01pP11/

p) p)
(o1p11r + 05p22 — p120102) P11

(3.5.1)

p(re —T1,71) = 7

4"Die Formel, die in Lord & Novick (1968) auf Seite 73 gegeben wird, kann etwas vereinfacht
werden und erweist sich dann als der Formel (3.5.1) dquivalent.
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Anmerkung: p(m9—71,71) ist eine Korrelation zwischen nicht direkt beobachtba-
ren Groflen, die aber durch beobachtbare Groflien ausgedriickt werden kann. Die
Korrelation p(m2 — 71, 71) hingt nicht nur ab von der Korrelation p1o = p(X1, X2)
zwischen Prii- und Posttest und den Varianzen o7 und o3, sondern dariiber hinaus
von den Reliabilitdten pi1/ und poor. O

Beweis: Zur Erinnerung: Die Gréflen 7y, 7o sind zwar wahre Werte und
insofern konstante, aber sie sind auch zuféllige Verdnderliche, als sie zufillig
mit den Personen variieren: testet man eine zuféllig gewéahlte Person a € P,
so nimmt 71, bzw. 7o den Wert T,; bzw. Tyo an. Es sei pg = E(11), po =
E(TQ).

Es ist
K(ro — 71,71)

P S et

K(re —71,71) = E[(m2 — 1)) = E(12 — 71)E(71)
= E(nme) —E(17) — E(ni72) + E(77)
= K(Tl,TQ)—V(Tl)

Weiter ist nach (3.4.6), Seite 185,
K(71,72) = p(X1, X2)V(X1)V(X2) = p12o102
und nach (3.2.5), Seite 149
V(1) = V(X1)p(X1, X7) = o prrv,
so dass
K(7g — 71,71) = p120102 — 02rho1yr = o1(p1202 — o1rhoy1).
Weiter ist
V(rp — 11) = V(11) 4+ V(1) — 2K(71,72) = 02p11/ + 02paar — p120102,

so dass

o(rg —m)o(n) = \/(Gfﬂll’ + 03 p22r — P120102)p11/07

= 01 \/(U%pn/ + U%pzzf — P120102)p11

und man erhélt

P1202 — 01P11/

2 2
(oip11 + 05 p22r — p120102) P11/

)

p(r2 —11),71) =
\/
und dies ist (3.5.1). O

Die Vorhersage der wahren Veridnderung: Es ist oft von Interesse, die wahre
Veradnderung — den Gain — anhand der gemessenen Xi- und Xo-Werte abzuschét-
zen. Generell gilt fiir eine beliebige Regressionsgleichung y = bX +a+e =g +e.
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Lord & Novick schreiben R(y|x) fiir § = bx+a. Setzt man nun mit Lord & Novick
G = 1 — 71, so hiangt die” Vorhersage” von GG von zwei Variablen, X7 und Xo,
ab, man muf} also eine multiple Regression mit den zwei Pradiktoren X; und Xo
betrachten. Man erhélt die Gleichung

R(G|X1, XQ) =B X1+ By X5 + C, (352)
wobei Bi, By und C noch zu bestimmende Regressionskoeffizienten sind. Es sei
pr=E(X1) =E(n1), pe =E(Xz) = E(n).

Dann ist
E(R(G|X1,X1)) = p1 — p2 = By + Bapo + C

und
R(G|X1,X2) — (p1 — p2) = Bi(X1 — 1) + Ba(Xa — p2) + (111 — p2).

Geht man zu standardisierten Werte iiber, erhélt man

R(G|X1, X2) = B121 + BaZa, (3.5.3)
mit4®
PG1 — PG2P12 PGy — PG1P12
pr=——35—, Po="T"—5", (3.5.4)
1—piy 1 - pfy
wobel
01P111 — 02pP12 02022 — 01P12
pg, = 2 — e, Rl T O (3.5.5)
lofe’ oG

3.6 Die Schitzung der Item- und Testparameter

In der KTT sind die Summen- und die Itemscores die Ausgangsgréfien der Te-
stanalyse und der Charakterisierung der Items. Die Frage ist allerdings, ob z.B.
der Summenscore in der Tat die gesamte Information iiber die Ausprigung des
gemessenen Merkmals bei einer Person représentiert, — es konnte ja sein, dass es
das Antwortmuster einer Person ist, die relevante Information enthilt, von der
ein Teil bei der Bildung des Summenscores verloren geht. Das Antwortmuster der
i-ten Person a3t sich durch einen Vektor

1

= (3.6.1)

Toyn

“8Eine Herleitung der folgenden Ausdriicke findet man in Mortensen, U.: Multiple Regression
und Korrelation, Katogoriale Regression, p. 13, http://www.uwe-mortensen.de/multregressl.pdf
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darstellen. Die Komponenten des Vektors entsprechen den Werten x,; in der a-
ten Zeile der Datenstruktur. Zusétzlich zur Verteilung der Summen- und Itemsco-
res kann man nun die Verteilung der mdglichen Antwortvektoren betrachten. Die
Menge der moglichen Antwortvektoren ist gleich der Menge der moglichen Vertei-
lungen von Nullen und Einsen fiir eine Person. Fiir n Items existieren 2 mogliche
Vektoren. Diese Anzahl wichst sehr schnell mit dem Wert von n an: fiir n = 1
gibt es zwei Vektoren, fiir n = 2 hat man 2? = 4 Vektoren, fiir n = 3 hat man
23 = 8, fiir n = 4 erhilt man 2* = 16, und fiir n = 5 existieren 2° = 32 Vektoren.
Fiir n = 10 gibt es schon 1024 mogliche Vektoren bzw. Antwortmuster, und fiir
n = 20 hat man 220 = 1048576 mogliche Antwortmuster. Es ist klar, dass man bei
vielen Tests mit n > 10 Items so gut wie niemals Stichprobenumféinge haben wird,
die es gestatten, eine Haufigkeitsverteilung iiber alle méglichen Antwortvektoren
zu erstellen. Gleichwohl ist es moglich, Informationen aus Antwortvektoren durch
Anwendung bestimmter Testmodelle zu gewinnen, indem man die Haufigkeiten
der tatsdchlich in der Stichprobe vorkommenden Antwortmuster betrachtet.

Die Betrachtung von Summenscores einerseits und Antwortmustern (-vektoren)
andererseits legt eine Unterscheidung von Tests nahe:

1. quantitativ variierende latente — also i. A. nicht direkt beobachtbare — Per-
sonlichkeitsmerkmale, und

2. qualitative Merkmale bzw. latente Variablen.

Summenscores, etwa in Leistungstests, reflektieren dann die quantitative Aus-
priagung eines Merkmals. Fokussiert man mehr auf die Antwortmuster, so zielt
man damit eher auf qualitative Unterscheidungen von Personen. Eine dritte Klas-
se von Tests besteht aus einer Kombination von quantitativen und qualitativen
Merkmalen.

3.7 Gruppenheterogenitit und andere Faktoren
3.7.1 Gruppenheterogenitit und Reliabilitit

Die Reliabilitit ist durch V(7)/V(X) = p2_ definiert. Fiir p,, # 0 wird man also
eine Regression der Scores X auf die wahren Werte 7 erwarten kénnen: ein eher
kleiner 7-Wert wird mit einem eher kleinen X-Wert einhergehen, ein grofierer
7-Wert mit einem eher groBeren X-Wert. Je geringer die Fehlervarianz o2, de-
sto enger werden die (X, 7)-Paare um die Regressionsgerade herum liegen (eine
lineare Regression stillschweigend vorausgesetzt). Der Zusammenhang zwischen
X und 7 wird um so deutlicher erscheinen, je grofler dass Intervall von 7-Werten
ist. Beschréinkt man den Bereich der 7-Werte auf einen relativ kleinen Bereich
70 < 7 < 71 (relativ zum Wert von o2, so kann die Wolke der (X, 7)-Werte so
aussehen, als gibe einen Zusammenhang zwischen X und 7. In anderen Wor-
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ten, die Probandengruppe, anhand der die Reliabilitdt abgeschétzt wird, sollte
hinreichend heterogen beziiglich der 7-Werte sein.

Es werde zunéchst der Begriff der Homoskedastizitat formal definiert:

Definition 3.7.1 FEs seien P und P’ zwei Populationen von Probanden mit P’ C
P. Die Messungen in der Population P sind homoskedastisch, wenn

V(e|r) = V(e) = o2 (3.7.1)
gilt, d.h. wenn die Varianz des "Fehlers” fiir alle T- Werte identisch ist.

Der Begriff der Homoskedastizitét ist aus der Regressionstheorie bekannt. Die
Formulierung der Definition 3.7.1 fokussiert auf die Forderung, dass V(¢) = o2 fiir
alle 7-Werte den gleichen Wert haben soll. Man betrachte nun eine Population P,
die aus P hervorgeht, indem man Personen mit 7-Werten aus einen bestimmten
Bereich von 7-Werten zufiillig aus P herausnimmt. Die Messungen aus P’ werden
mit X bezeichnet. Gesucht ist die Reliabilitdt der X -Messungen. Es gilt

2
g
P, =1— =51 —pk,). (3.7.2)
9%

Beweis: Wegen X = 7 + ¢ gilt 0% = 02 + 02, d.h. 02 = 0% — 0. Wegen
pew = 02, =V(1)/V(X) = 02 /0% folgt 02 = pprro%. Mithin hat man

02 = 0% = pawr0x = 0% (1 = puor) = 0% (1 = p3,).

Nach Voraussetzung ist aber V(e|r) = o2 fiir alle 7 und damit fiir alle
Probanden aus P’; d.h. aber

o = 0% (1 —pi,) = 0% (1 —pi,).

Lost man diese Gleichung nach p2_ auf, so erhilt man (3.7.2). O

Die Gleichung (3.7.2) impliziert, dass einerseits p?ﬁ eine monoton wachsende
Funktion des Quotienten ag( /J§~( ist, und dass andererseits p%T = p2_ genau
dann, wenn 0%/ O'?Z =1, wenn also 0% = U?? gilt. Allgemein gilt fiir o3 # U§2

< Prwt, Wenn O’% < o?
2
P2 . (3.7.3)

2
2 Pgz/y WENN 0% 2> 0.

Dies bedeutet, dass die Einschrinkung der Varianz der 7-Werte (durch Reduktion
von P auf P’) die Reliabilitét des Tests reduziert. Man muf hier sehen, dass diese
Reduktion nur eingefithrt wurde, um die Abh#ngigkeit der Reliabilitdt von der
Varianz der 7-Werte zu zeigen. Was in der Tat gezeigt wurde, dass fiir einen
gegebenen Test die Reliabilitdt um so hoher ist, je hoher die Varianz der 7-Werte
in der betrachteten Population ist. Allerdings geht in diese Betrachtungen die
Annahme 02 = 02 ein. In empirischen Studien wird diese Annahme aber nicht

notwendig bestétigt, vergl. Boldt (1966).
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3.7.2 Speed- und Power-Komponenten

Es gibt zwei Weisen, ein Item eines Tests nicht korrekt zu beantworten: entwe-
der man erzeugt eine inkorrekte Antwort, oder man versucht erst gar nicht, die
Aufgabe zu losen. Es sei I die Anzahl der inkorrekt oder gar nicht versuchten
Losungen, W sei die Anzahl der inkorrekten Antworten (W fiir 'wrong’), und U
die Anzahl der gar nicht erst versuchten Losungen. Dann gilt

I=W+U. (3.7.4)

Es gibt nun zwei extreme Félle:

1. Power: Die Probanden haben unbeschrénkt Zeit, die Fragen (Aufgaben) zu
beantworten, so dass jede Aufgabe zumindest versucht wird, so dass nicht
nur U = 0, sondern auch der Erwartungswert gleich Null ist, £(U) = 0, und
V(U) = 0, da eben angenommen wird, dass zumindest der Versuch gemacht
wird, jede Aufgabe zu losen. Nur die Anzahl der inkorrekten Antworten
kann ungleich Null sein, so dass I = W. Die Anzahl der gelosten Aufgaben
héngt nur von der power, also der Fahigkeit der Probanden, ab.

2. Speed: Andererseits kann man Aufgaben betrachten, die im Prinzip von
jedem Probanden gelost werden kénnen. Man kann aber davon ausgehen,
dass die Geschwindigkeit, mit der eine Aufgabe beantwortet wird, fiir die
einzelnen Probanden verschieden ist. Deswegen werden sich die Probanden
nach einer bestimmten Zeit hinsichtlich der beantworteten Aufgaben oder
Fragen voneinander unterscheiden. Es wird also nicht nur W = 0 sein,
sondern grundsétzlich wird E(W) = 0 und V(W) = 0 sein, so dass [ = U.

Reine Power- oder Speed-Tests werden eher die Ausnahme sein; im Allgemeinen
sind Tests Mischungen aus Speed- und Power-Komponenten. Eine erste Diskussi-
on der Mischung von Speed- und Power-Komponenten geht auf Gullicksen (1950)
zuriick. Ist E die Anzahl der Fehler insgesamt, so hat man £ = W + U und

V(E) = V(W) + V(U) + 2p(U, W)\ /V(O) V(). (3.7.5)

Fiir einen reinen Power-Test ist V(E) = V(W), fiir einen reinen Speed-Test ist
V(E) = V(U). Fur Mischungen kann man die Quotienten

vw) V()

——= bzw. ——= 3.7.6

v(E) " () (370
betrachten. Ist V(W)/V(E) grof (nahe bei 1), hat man eher einen Power-Test
(und dann ist V(U)/V(E) klein), und umgekehrt hat man eher einen Speed-Test,
wenn V(U)/V(E) grol und V(W)/V(FE) klein ist. Rindler (1979) hat aber darauf
hingewiesen, dass es bei dieser Interpretation Probleme geben kann, denn die
Korrelationen zwischen U und W werden nicht notwendig addquat in Rechnung
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gestellt, — wer versucht, alle Aufgaben zu beantworten, macht u. U. mehr Fehler
als jemand, der dies nicht versucht.

Stafford (1971) schlug einen Speededness-Quotienten vor, um die Speed-Power-
Anteile zu schitzen. Es sei, fiir den i-ten Probanden, U; die Anzahl der Aufgaben,
bei denen gar nicht erst versucht wurde, sie zu losen. O; sei die Anzahl derAuf-
gaben, bei denen die Losung versucht wurde, bei denen aber der Versuch nicht
zuende gebracht wurde, und W; sei die Anzahl der Aufgaben, fiir die eine falsche
Antwort gegeben wurde. Fiir die i-te Person wird der Quotient

U;

SQi= ——F——— 3.7.7
@ Wi+ O0; +U; ( )
eingefiihrt. Fiir den gesamten Test wird der Quotient
-U;
SQ = 2i (3.7.8)

2iWit 220+ 32U

definiert (es wird also nicht die Summe ), SQ; gebildet!). Analog zu diesem
Quotienten kann ein Speededness-Quotient fiir ein einzelnes, etwa das k-te, Item
eingefiihrt werden:

N Wy + O, + Ui’

Summiert man analog zu (3.7.8) {iber die Items, erhdlt man wieder den Quoti-
enten SQ. Fiir einen reinen Speed-Test gilt dann wieder . W; = . O; = 0,
und fiir einen reinen Power-Test hat man ), U; = 0 und damit SQ = 0. Stafford
duBert seine Uberzeugung, dass der SQ-Wert fiir verschiedene Probandengrup-
pen bestimmt werden sollte, um den Testern anzuzeigen, ob der Test fiir eine
gegebene Gruppe geeignet ist, — der Betrag an Speededness konnte ja mit den
padagogischen Zielen interferieren.

SQk (3.7.9)

3.7.3 Messbedingungen und Reliabilitéit

Parallele Tests: Die Abschitzung der Reliabilitdt durch Berechnung von pg,.
basiert auf der Annahme, dass die Messungen parallel sind, d.h. dass die 7-Werte
bei Messwiederholungen konstant bleiben. In der Praxis mufl diese Bedingung
nicht notwendig erfiillt sein, da Miidigkeit, psychische Sdttigung, Gedichtnis-
und Praxiseffekte eine eine effektive Verdnderung der 7-Werte bedeuten konnen.
Fiir tatséchlich parallele Messungen hat man

V(7) o2
2 = =1--—=< 7.1

der deshalb auch Prdizisionskoeffizient (coefficient of precision, Lord & Novick
(1968), p. 134) heifit. Dieser Koeffizient zeigt an, in welchem Ausmaf die Re-
liabilitit durch den Messfehler o2 beeintriichtigt wird. In der Praxis werden im
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Wesentlichen drei Methoden zur Bestimmung der Reliabilitidt verwendet: (i) die
Retestmethode, (ii) die interne Analyse, und die (iii) Paralleltestmethode. Bei der
Retestmethode wird der Test bei jedem Probanden zweimal appliziert. Das Pro-
blem bei dieser Methode sind Gedéchtnis-, Ubungs-, Miidigkeitseffekte, die syste-
matisch wirken und daher in die 7-Werte eingehen. Wahlt man das Zeitintervall
zwischen den Messungen so groB, dass Gedéchtnis- und Ubungseffekte vernachliis-
sighbar werden, kann es trotzdem zu systematischen Verinderungen der 7-Werte
gekommen sein. In diesem Fall kommt es zu Unterschéitzungen der Reliabilitét.
Sind Gedéchtnis- und Ubungseffekte vorhanden, kann es zu Uberschiitzungen der
Reliabilitdt kommen.

Split-Half-Methode: Bei der Split-Half-Methode werden diese Effekte vermie-
den, aber die Gesamtreliabilitdt muf iiber eine Spearman-Brown-Formel geschétzt
werden (stepped-up reliability). Es kann aber gezeigt werden, dass im Falle nicht
paralleler Testhélften die Reliabilitdt unterschétzt wird. Lord & Novick (p.135)
empfehlen hier, Cronbachs « als untere Schitzung der Reliabilitdt zu berechnen.
Die Probleme mit Cronbachs « sind aber bereits diskutiert worden. Ein ande-
res Problem, das mit der Split-half-Methode verkniipft ist, ergibt sich aus der
Notwendigkeit, den Test in zwei Hélften zu teilen. Denn oft existiert einerseits
eine Zeitgrenze fiir das Losen der Aufgaben, andererseits sind die Aufgaben der
Schwierigkeit nach geordnet. Viele Probanden, die die erste Hilfte der Aufgaben
16sen, scheitern an der Aufgaben der zweiten Héilfte. Dadurch wird die erste H&lf-
te ein Power-Test, wihrend die zweite ein Speed-Test wird. In einem solchen Fall
sollte man nicht die ersten n/2 Aufgaben als ersten Test und die zweiten n/2 als
zweiten Test verwenden.

Die Items seien homogen. Man kann nun so vorgehen, dass man den Test nach
Maflgabe der Zeit, die fiir das Losen der Aufgaben bendtigt wird, aufteilt. Man
betrachte einen Speed-Test, der insgesamt eine Stunde dauere und der homogen
wére, wiirden keine zeitlichen Beschrankungen eingefiihrt. Der Test kann nun in
vier verschieden zeitlich begrenzte Teile aufgeteilt werden, jeder von 15 Minuten
Dauer. Diese vier Teiltests werden als Komponenten betrachtet, die in sich jeweils
homogen sind. Deswegen sind nun Split-Halves, Drittel etc in sich homogen und
untereinander parallel, — vorausgesetzt, die Items sind insgesamt homogen und
Miidigkeits- und Praxiseffekte konnen vernachléssigt werden.

Nummeriert man die Aufgaben durch und teilt die Items nach dem Gerade-
ungerade-Prinzip auf (die Items 1, 3, 5, etc kommen in die eine Hélfte, die Items
2, 4, 6, etc in die andere), so erhilt man im Allgemeinen eine gute Aufteilung.
Allerdings kénnen Probleme auftreten, wenn der Test ein Speeded-Test oder teil-
weise Speeded-Test ist. Jeder Proband, der die letzten 2r Items nicht vollstandig
beantworten kann, wird einen Score gleich Null fiir diese Items haben und die
entsprechenden odd- und even-Scores werden perfekt miteinander korrelieren.
Werden diese Items nun der Gesamtmenge der beantworteten Items beigefiigt,
kann sich eine Reliabilitdtschiatzung ergeben, die von der tatsdchlichen Reliabili-
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tat erheblich abweicht.

Fiir die Methode der parallelen Tests miissen zwei Parallelformen des Tests
entwickelt werden. Kleine Variationen in der Testadministration sowie Fluktua-
tionen des gemessenen Merkmals innerhalb der Probanden kénnen sich auf die
Korrelation zwischen den Testformen auswirken. Die resultierende Reliabilitéits-
schitzung wird dann auch als Stabilitdtschdatzung bezeichnet. Der Stabilitatskoef-
fizient wird im Allgemeinen kleiner als die Grofle (3.7.10) ausfallen, ist also eine
untere Schitzung der Reliabiltét.

3.7.4 Attenuationskorrekturen

In Satz 3.4.2, Seite 186, wurde die Attenuierungsformel
Pzy
v/ Pz’ Pyy’ ’
mit p(7y, Ty) > pay angegeben. Hierin ist p,s die Reliabilitdt des Tests mit den

X-Scores, und py,/ ist die Reliabilitédt des Tests mit den Y-Scores. Auf Seite 190
wurde die Gleichung

P(Tvay) =

(T2, 7y) = lim p*
k— 00
=00

(X0Y0) PX,Y)
k l Pz’ Pyy’ ’

angegeben. Die rechte Seite von p(7, 7y) = pay/\/Pza’ Py, kann also als Grenzwert
der Korrelation p(X(k)/k,Y (1)/l) angesehen werden. Eine Moglichkeit, p(7,,7,)
abzuschétzen, besteht darin, fiir eine hinreichend grofle Stichprobe pgy, pz, und
pyy abzuschitzen und daraus wiederum p(7;, 7) zu schitzen. Die Praxis hat ge-
zeigt, dass fiir diese Schétzungen p(7,,7y) > 1 resultieren kann, was nicht sein
darf. Die Ursache hierfiir ist, dass p,,» und p,,s gelegentlich unterschétzt werden,
was insbesondere dann geschieht, wenn die Schiatzungen nur auf einer Testdar-
bietung beruhen. Die Unterschéitzungen resultieren daraus, dass die Tests zur
Bestimmung von p,.,s und p,,, wiederholt dargeboten werden miissen und dabei
Fehler in die Messungen eingehen (die iiblichen Faktoren, die bei Testwieder-
holungen stoérend auftreten), die bei der Berechnung von rhog, nicht auftreten.
Berechnet man die Reliablitdten anhand einer Analyse der internen Konsistenz,
so resultiert ein Mangel an Homogenitét ebenfalls in einer Unterschéitzung der
Reliabilititen. Dies verweist auf die Notwendigkeit, die Reliabilitéit so genau wie
nur irgend moglich zu schétzen.

3.8 Allgemeine Kommentare zur Klassischen Testtheorie
3.8.1 Zur Grundannahme

Die Grundannahme der KTT ist, dass ein Testscore X additiv zerlegt werden
kann in einen wahren Wert 7 und einen Fehler €, also X = 7 + ¢, wobei den
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Axiomen der KTT zufolge 7 und ¢ stochastisch unabhéngig voneinander sind; es
soll also
X=1+¢

gelten. 7 = E(X) ist einfach der Erwartungswert der zufilligen Veréinderlichen
X.

Wie Lumsden (1976) ausfiihrt, geht die Idee, Fehler, die unabhingig vom
"wahren” Wert einzufiihren, auf den Statistiker Undy Yule*® zuriick, der sie Spe-
arman®’ nahelegte (Spearman, 1910). Yule fiihrte die Fehler als irrelevant factors
ein, die innumerable and ubiquitous seien; sie ergeben sich aus der Tatsache, dass

“the scientific conquest of nature is essentially achieved by artificially
simplifying her process; the factor that we happen to be investigating
is allowed to vary, while the remaining factors are kept as constant as
possible, there effect being regarded as irrelevant for the purpose in
hand.” (Spearman (1910), p. 278)

Das ist die Idee eines Messfehlers, wie sie allgemein dem Allgemeinen Linearen
Modell zugrunde liegt. Sie wirkt plausibel, ist wohl deswegen zu einer der Basisan-
nahmen der KTT avanciert und vereinfacht vor allem viele Formeln. Die Frage ist
allerdings, ob sie bei vielen Anwendungen der KTT auch gerechtfertigt ist. Denn
die Messwerte sind ja i. a. nicht zu vergleichen mit Messungen, wie etwa Léngen-
oder Gewichtsmessungen oder Messungen, wie man sie etwa in physiologischen
Untersuchungen gewinnt. Wie Lord & Novick (1968, p. 97) anmerken, beziehen
sich die meisten Anwendungen der KTT auf dichotome Items; "Messungen” neh-
men dann nur die Werte 1 oder 0 an, oder man hat Werte auf Ratingskalen, etwa
- 1,0, 4+ 1, oder 1 bis 7. Die Unabhéngigkeit des Fehlers € vom wahren Wert 7 ist
bei solchen Messwerten nicht mehr gegeben. Dies ist leicht einzusehen: hat eine
Person einen wahren Wert 7 etwa nahe bei -1 oder +1, so kénnen Fehler keinen
Wert kleiner als -1 bzw. +1 erzeugen, es gibt nur Abweichungen Richtung 0 oder
41 bzw. 0 und -1. Damit sind die Fehler vom wahren Wert abhingig. Handelt es
sich im Test um Multiple-Choice-Items, so sind wahre Werte und Fehler negativ
korreliert (Bock & Wood (1971), dort weitere Literaturangaben).

Lumsden argumentiert, dass ein wesentlicher Grund fiir Lord & Novick, die
Annahme X = 7 + ¢ nachgerade kritiklos zu akzeptieren, die Moglichkeit ist,
die Reliabilitéit iiber eine Regressionsgleichung zu definieren. Samajima (1977a)
formuliert in diesem Zusammenhang eine herbe Kritik an der KTT: die Relia-
bilitdtsschétzung hingt von der speziellen Gruppe von Testpersonen ab, deren

¥George Undy Yule (1871 — 1951), Britischer Statistiker; nannte sich gewohnlich nur Undy
Yule

50Charles Spearman (1863-1945), britischer Psychologe, der bei W. Wundt in Leipzig und
spater beiOswald Kiilpe in Wiirzburg studierte; spater wurde er Professor fiir Psychologie am
University College in London. Spearman hatte wesentlichen Anteil an der Entwicklung der Test-
theorie.
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Werte der Reliabilitdtsschiatzung zugrunde liegen. Das gleiche gilt fiir den Stan-
dardschétzfehler. Samejima schreibt:

"Thus it is clear that the reliability coefficient in classical test theory
is at the mercy of the heterogeneity of the group of examinees, which
has nothing to do with the test itself. We can easily make an erroneous
test look good by using a heterogeneous group of subjects. ... A fatal
deficiency of classical test theory is that it cannot specify the standard
error of estimation independently from the reliability coefficient, and
thus independently from a specific group of examinees.” (Samejima
(1977a), Abschnitt 4).

Die Vorhersage 7 eines wahren Werts geschieht in der KTT allgemein iiber die
Gleichung (3.2.109), Seite 175, also

T = pew X + (1 — ,OII/)E(X).

Ebenso wie X = 7+¢ eine lineare Regressionsgleichung ist, ist dieser Ausdruck fiir
7 eine lineare Gleichung. Die Frage ist allerdings, ob diese Gleichung immer gilt;
gerade bei dichotomen Items kénnen sich ndmlich auch nichtlineare Beziehungen
ergeben. Es soll deshalb auf den wichtigen Spezialfall dichotomer Items gesondert
eingegangen werden.

3.8.2 Dichotome Items

Es sei I, ein dichotomes Item und X, sei der mdgliche Score; die zusétzliche
Indizierung mit a fiir eine bestimmte Person a € P kann im Moment noch ver-
nachléssigt werden, um die Ausdriicke einfach zu halten. Es gelte insbesondere
X4y =1{0,1}, d.h. X, soll nur die Werte 0 oder 1 annehmen kénnen. Insbesonde-
re soll X, = 1 gesetzt werden, wenn das Item "richtig” beantwortet wurde, und
X, = 0, wenn es "falsch” beantwortet wurde. Der Score entspricht also dem Wert
einer Indikatorfunktion fiir dieses Item. Es werde die Itemfunktion fiir ein solches
Item und ihre Beziehung zur Definition des "wahren Wertes” 7, betrachtet. Fiir
den Fall, dass X, eine Indikatorvariable ist, gilt mit p, = P(X, = 1)

E(X,) =1-p,+0-(1—py) =py =1, (3.8.1)

Der wahre Wert ist jetzt also gleich der Wahrscheinlichkeit, mit der das Item
"positiv” beantwortet oder gelést wird; diese Wahrscheinlichkeit kann natiirlich
von Person zu Person verschieden sein, d.h. p; und damit 7 ist eine Funktion der
Ausprégung 6 des gemessenen Merkmals, so dass man 74(#) schreiben kann. Nach
Definition 2.6.1, Seite 31, ist diese Funktion aber gerade durch die Itemfunktion
F,(0) gegeben, so dass man also die Beziehung

7,(0) = F,(0) (3.8.2)



hat.

Es ergibt sich nun die Frage nach den moglichen Werten von £,. Da X, nur
die Werte 0 oder 1 annehmen kann, mufl offenbar

_ o —T7g, wenn X, =10
g9 =Xg =Ty = { 1 -7 wenn X,=1 (3.8.3)
gelten, denn wenn ¢, = —7, folgt X, = 7, — 7y = 0, und wenn ¢, = 1 — 7,4, folgt

Xy =14+1—75 =1 Wegen (3.8.2) werden die Werte der Fehlervariablen also
durch die Wahrscheinlichkeit, mit der das Item beantwortet wird, definiert. Ganz
sicher ist £, nicht normalverteilt. Vielmehr hat ¢4 offenbar die Verteilung

Pleg=-19)=1-15 Plegg=1—1) =14 74=14(0).

Durch (3.8.3) wird schon deutlich, dass die Unabhéngigkeit von €, von 7, nicht
mehr gegeben ist, da die Werte von £, ja Funktionen von 7, sind, und da iiberdies
Ty = T4(0) = Fy(0), muB V(e,) ebenfalls eine Funktion von  sein, d.h. bei dicho-
tomen Items variiert die Varianz der Fehler von Person zu Person, sofern sich die
Personen hinsichtlich ihres #-Wertes unterscheiden. Andererseits war in (3.1.3),
Seite 141, die Behauptung K(e.g, 7xg) = 0 aufgestellt worden. Beim Beweis dieser
Aussage wurden die Gleichungen (??) und (??), Seite 7?7, aufgestellt, und wegen
E(e+g|mg) = 0 folgt dann die Behauptung, dass €., und 7., unabhéngig vonein-
ander sind. In der Tat folgt auch hier, dass die bedingte Erwartung des Fehlers
gleich Null ist, denn man hat

E(eg|ry) = —7g(1 — 74) + 14(1 — 74) = 0,

und damit K(e4,7,) = 0, folgt man dem Ansatz Holland et al.s auf Seite ?7.
Der Hintergrund fiir diese Konfusion ist natiirlich, dass fiir dichotome Items und
damit fiir Scores X = {0, 1} die Messfehlertheorie nicht mehr sinnvoll angewendet
werden kann, weil ein von 7, unabhéngiger Fehler €, im Sinne dieser Theorie eben
gar nicht existiert.

Bevor weitere Folgerungen beziiglich des Ansatzes der KTT fiir den Fall dicho-
tomer Items gezogen werden, sollen noch die Itemfunktionen Fy(f) fiir dichtome
Items betrachtet werden. Nach (3.8.1) entspricht dem der Plot von 7,(#) versus 6.
Beliebt ist die Annahme eines kongenerischen Tests, wie sie von Joreskog (1970,
1971) eingefithrt wurde (in Abschnitt 3.2.2 wird weiter darauf eingegangen). Fiir
kongenerische Items gilt

Ty = Vg + Ag0, (3.8.4)

d.h. 7, ist eine lineare®® Funktion der Merkmalsausprigung 6. Die Werte fiir v,
und )\, ergeben sich durch die Konstruktion der Messvorrichtung bzw. des Tests.
Da 7, = F,(0), ist die Itemfunktion durch

Fy(0) =7y = vy + A0 (3.8.5)

Sleigentlich: affine Funktion
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gegeben. Dies ist der in (2.6.3), Seite 32, betrachtete Fall linearer Itemfunktionen.
Offenbar kann 74, nun nur zwischen 0 = v, + A\jtp und 1 = v, + A\40; variieren;
fiir @ < 0y wiirden sich negative 7,-Werte und damit negative Wahrscheinlichkei-
ten ergeben, also mufl Fy(f) = 7, = 0 fiir § < 6y gesetzt werden. Da es keine
Wahrscheinlichkeiten grofer als 1 gibt, wird Fy(0) = 7, = 1 fiir 6 > 6, gesetzt.
Fir 8 < 6y kann das Item nie gelost werden, fiir 8 > 6, wird es stets gelost.
Man kann nun Indices wie Trennschéirfe und Schwierigkeit in Abhéngigkeit von
den Parametern v und A diskutieren, aber iiber den Nutzen algebraischer Fin-
geriibungen hinaus ergeben solche Betrachtungen keinen Sinn, es sei denn eine
psychologische Theorie impliziert lineare Itemfunktionen und man mochte die-
se Theorie testen. Nur existiert eine solche Theorie nicht. Bekanntlich wird der
Parameter 6 bei vielen Fragestellungen wiederum als lineare Funktion weiterer
Priadiktoren X; konzipiert, etwa ¢ = Zj b; X, die experimentelle Bedingungen,
sozio-okonomische Variablen etc reprisentieren und deren (Regressions-) Gewich-
te bj geschiitzt werden miissen. Bei einer Beschrénkung der abhéngigen Variablen
¢ und damit p, = 74(6) auf ein beschrianktes Intervall derart, dass (3.8.5) gilt,
kommt es in der Regel zu Verschétzungen der Parameterwerte, die den Sinn eines
linearen Ansatzes von vornherein in Frage stellen.

Dichotome Items implizieren aber nicht notwendig lineare Itemfunktionen,
denn dass 7 und 6 durch eine lineare Beziehung, 7 = p + A\f, miteinander ver-
bunden sind, ist keine Annahme, die zum Kern der KTT gehort, sondern die sich
nur als niitzlich im Zusammenhang mit der Diskussion der Reliabilitéit von Tests
erweist. Es ist keinesfalls a priori klar, wie die Beziehung zwischen der Merkmals-
auspragung 6 und dem "wahren Wert” 7, und damit der Wahrscheinlichkeit F(6)
aussieht, denn die Beziehung zwischen 7, und 6 hingt davon ab, in welcher Weise
das effektiv gemessene Merkmal das eigentlich interessierende, durch 6 repréisen-
tierte Merkmal erfasst, bzw. in welcher Weise die Messapparatur, die ja nicht
notwendig aus Items im Sinne von Fragen bestehen muf}, auf verschiedene Aus-
pragungen von 6 reagiert. Man denke etwa an die Messung von psychologischem
Stress (0) durch Messung der Konzentration bestimmter Hormone im Speichel
(X bzw. 7). Denkbar wére z.B. die Beziehung

7y(0) = 1= exp (—0,0%), 0>0,1,>0, % >0. (3.8.6)

Dies ist die Weibull-Funktion, die einen S-formigen Verlauf mit 0 < 7,(6) < 1
hat (vergl. Abbildung 2, Seite 32). € reprisentiert dabei das "wahre” Ausmafl
an Stress, und 74(¢) den "wahren” Anteil des Hormons am Speichel. Je grofler
der Wert von vy, desto weiter links auf der 6-Skala liegt die Funktion, d.h. v,
hat den Effekt eines Leichtigkeitsparameters, und je grofer )4, desto steiler ist
die Funktion, so dass man A\, als Trennschérfeparameter betrachten kann. Die
Weibull-Funktion wird oft in Zusammenhang mit der Reliabilitét (Bruch- und
Reissfestigkeit, X = 1 wenn das Material bricht) von Materialien diskutiert, und
in der Psychophysik wird sie oft zur Definition psychometrischer Funktionen her-
angezogen, wenn also die Wahrscheinlichkeit des Entdeckens von Stimuli oder
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von Unterschieden zwischen Stimuli modelliert werden soll (X = 1, wenn der
Stimulus bzw. die Stimulusdifferenz entdeckt wird). Die Frage, ob ein Stimulus
prasentiert wurde oder nicht, reprisentiert ein dichotomes Item. Aber auch der
eben als Beispiel genannte Stress kann iiber dichotomes Item abgefragt werden: ist
bei einer gegebenen Person die Konzentration eines bestimmten Hormons grofler
als ein bestimmter, vorher festgelegter Wert, so wird X, = 1 notiert, anderfalls
Xy = 0. Der Erwartungswert fiir die Person ist 74(6), und 74(#) kénnte durch
(3.8.6) gegeben sein. Das Problem, dass man allerdings nach wie vor hat, wenn
man beim Postulat X, = 7,(0) + ¢4 der KTT bleibt, ist die Interpretation von
g4, denn man wird sofort auf (3.8.3) zuriickgefiihrt. Dies ist der Preis, den man
zahlt, wenn beim Ansatz des ALM bleibt.

Es wird nun deutlich, dass es im Grunde gar keinen Sinn macht, sich bei
dichotomen Items an das ALM und damit an die Annahme X, = 7,(0) + ¢4
zu halten. Wenn 7,(6) schon die Wahrscheinlichkeit ist, dass X, = 1, so ist die
Einfithrung einer weiteren zufélligen Verénderlichen e, redundant, sie trégt zur
Erkldrung der Stochastizitdt von X, nichts bei, was sich eben darin dufert, dass
gg geméB (3.8.3) durch 74(0) definiert wird. Es geniigt vollig, sich auf die Wahr-
scheinlichkeit 7,4(f) zu beschranken. Damit hat man automatisch die Klasse der
Modelle des ALM verlassen und zu einer allgemeineren Klasse, der der Genera-
lisierten Linearen Modelle (GLM, Nelder & Wedderburn (1972)), gewechselt. In
Abschnitt 4 wird diese Klasse kurz vorgestellt.

Man kann fragen, wieso dichotome Items iiberhaupt im Rahmen der KTT
und damit im Rahmen des Allgemeinen Linearen Modells der Statistik disku-
tiert wurden, da die vorangegangene Betrachtung ja direkt auf das GLM als
allgemeinem Rahmen fiir diese Art Items fithrt. Dies mag daran liegen, dass die
Definition (3.8.3) des Fehlers entféllt bzw. weniger deutlich wird, wenn X den
Summenscore einer Person reprisentiert. Dann ist ja, fiir eine beliebige Person,
X=> 9 Xg- Sind alle Items dichotom, so ist X binomialverteilt, falls alle Items
fiir die jeweils betrachtete Person gleich schwierig sind, falls also p, = p gilt. Fiir
eine hinreichend grofie Anzahl n von Items nach dem Satz von deMoivre-Laplace
approximativ normalverteilt, so dass

2
PX =k~ exp (—(k_”p)> . (3.8.7)
np(l — p)m 2np(1 — p)
Da 7 = E(X) = np haben die "Fehler” die Werte ¢ = k—np, fiir k = 0,1,...,nund
die Varianz np(1 — p), und diese Charakterisierung von ¢ wirkt weitaus weniger
bizarr als die Charakterisierung (3.8.3). Im Falle ungleicher p,-Werte ist X verall-
gemeinert binomialverteilt (Kendall & Stuart, 1969) bzw. es hilft wieder der zen-
trale Grenzwertsatz, demzufolge X, ~ N (fiq,02) mit 1, = > g E(Xag) =3 , Pags
o2 =3 g Pagdag st, und die Betrachtungen zu ¢ fiir den Fall gleicher p,-Werte
iibertragen sich auf diesen Fall: ¢ = k — ) 9 Pg- Vielleicht sind diese Charakteri-
sierungen der Fehler der Grund, wieso die K'T'T iiberhaupt auf dichotome Items
angewendet wurde, zumal der Begriff der Itemfunktion, die ja die Beziehung zwi-
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schen der Wahrscheinlichkeit einer Antwort auf ein bestimmtes Item in Abhén-
gigkeit von der Auspragung 6 des Merkmals beschreibt, lange keine explizite Rolle
in der KTT gespielt hat. Der Trennschérfeindex eines Items, der hier mit einem
Parameter der Itemfunktion identifiziert wird, wurde einfach als punkt-biseriale
Korrelation zwischen der Itembeantwortung und dem Gesamt-Score definiert, und
der Widerspruch zum ”"Axiom” K(e,7) = 0 blieb verschleiert.

An einigen Stellen ist die Argumentation von Lord & Novick (1968) aufler-
dentlich unklar. In Kapitel 11, in dem Methoden des item sampling diskutiert
werden, wird die Haufigkeitsverteilung der Messfehler fiir bindre Items betrach-
tet. Es wird davon ausgegangen, dass ein Proband zufillig aus der Menge der
moglichen Probanden gewi#hlt wird. Der nun beobachtete (Summen-)Score z,
konne nun als die Anzahl der Erfolge in n voneinander unabhéngigen Versuchen
gewertet werden, — jeder Versuch entspricht der Bearbeitung einer der n Aufgaben
des Tests. Unvermittelt kommt der Satz (Kursivsetzung von den Autoren): Thus
in repeated testing with different random samples of n items each, the frequency
distribution of the observed score of examinee a will be

n T n—=Tq
f(za) = (x ) Za(1 - (), (3.5.5)
This is an ordinary binomial distribution with probability of success (, (Lord &
Novick (1968/2008), p. 250). Der Messfehler sei nun definiert gemaf

Na = Taq — nCa,

und die Haufigkeitsverteilung von 7, sei nun die gleiche wie die von x,, bis auf
eine Verschiebnung des "Ursprungs” (origin). Die Frage, die sich hier ergibt und
die von Lord & Novick nicht beantwortet wird, ist die nach der Bedeutung von (,:
offenbar ist (, eine Wahrscheinlichkeit, und wenn diese fiir die Person a € P cha-
rakteristisch ist, so wird implizit angenommen, dass alle Aufgaben gleich schwierig
sind. Die sich unnmittelbar daraus ergebende Frage ist, ob diese Annahme generell
fiir die KTT gelten soll. Sicherlich nicht, denn sonst wiirden ja nicht verschiedene
Schwierigkeitsindices 7, fiir die Items betrachtet werden miissen. Die Fahigkeit
der Person a und die Schwierigkeit der Items werden bei dieser Charakterisierung
des Messfehlers nicht auseinander gehalten.

In Kapitel 16 (Latent traits and item characteristic functions) wird noch ein-
mal die bedingte Verteilung von Testscores betrachtet. Fiir ein gegebenes Item g
wird die Itemfunktion Py(¢) angenommen, also die Wahrscheinlichkeit, das Item
zu losen, gegeben die Fahigkeit 6. Der Testscore X, ist wieder die Summe der
Xgs

n
g=1
wobei U,y = {0,1} die Indikatorfunktion fiir das g-te Item ist. Die bedingte
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Verteilung von X, ist nun, so Lord & Novick, p. 384, durch

n
fa) = > (TR Q™. (38.9)

Sug=z \g=1
mit @y = 1 — FP,. Die Summe Zzug:x soll bedeuten, dass iiber alle moglichen
Antwortmuster summiert wird. Nur wenn die P,(#) identisch sind fiir alle g und
0 ergibt sich hieraus eine Binomialverteilung, andernfalls hat man eine verallge-
meinerte Binomialverteilung. Der wahre Wert ergibt sich in jedem Fall durch die

Summe ) ¢ FPos und die Regression des Testscores auf die Fahigkeit ist durch

pxjp =Y Py(0) = nP(6) (3.8.10)
g=1
gegeben (L& N, p. 385), mit der bedingten Varianz
o0 =Y PsQo- (3.8.11)
g=1

Sicherlich sind px)p und quo nicht unabhéngig voneinander.

In Kapitel 23 (Binomial Error Models) prisentieren L & N noch einmal eine
strong true-score theory. Die bedingte Verteilung des beobachteten Scores sei ent-
weder binomial oder folge der verallgemeinerten Binomialverteilung (compound
binomial), und es wird explizit zugelassen, dass die Verteilung der Fehler abhén-
gig von den wahren Werten ist. Zunédchst wird noch einmal das Modell (3.8.8)
betrachtet; es werden u.a. Konfidenzintervalle fiir den wahren Wert hergeleitet.
Ist man an der Verteilung der wahren Werte in der Population interessiert, so
kann man die Verteilung der beobachteten Scores in der Population betrachten,
die durch

o= (1) [[a0c-0rrac, ose<n  @s1z

gegeben sei, wobei g(¢) die unbekannte Verteilung der wahren Werte in der Po-
pulation sei. Eine Kandidatin fiir diese Verteilung ist die Beta-Verteilung

1
f@) = g =0 Bl = [ wi-wrie (3513)

Warum man nun all den komplizierten Betrachtungen folgen soll, die sich fiir die
Verteilung der wahren Werte ergeben, ist allerdings fraglich angesichts des Argu-
ments, dass die Annahme eines wahren Wertes ( fiir alle Items kaum plausibel
sein diirfte. In der Tat wird dann in Abschnitt 23.10 das Compound binomial
error model eingefiihrt, denn das einfache Binomialmodell sei doch nur eine erste
Approximation. Der wahre Wert ergibt sich nun durch

(= %ZPQ(H). (3.8.14)
g=1
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Die Frage bleibt offen, warum man den Umweg iiber die wahren Werte gehen soll,
wenn doch die eigentliche Information iiber die Fahigkeit im Parameter 0 liegt.
Die probabilistischen Modelle fokussieren dann auch auf 6 und die Schwierigkeit
kg eines Items; eine Einfiihrung liefert das folgende Kapitel.

4 Nichtklassische (Item Response-) Modelle

4.1 Das Generalisierte Lineare Modell

In Abschnitt 3.1 wurde in der Erlduterung 2 zum Ansatz X = 7 + ¢ ausgefiihrt,
dass er dem Allgemeinen Linearen Modell (ALM) entspricht. In Abschnitt 3.8.2
wurde gezeigt, dass dieser Ansatz im Falle dichotomer Items redundant ist, da 7
bzw. 7, bereits die Wahrscheinlichkeit fiir den Score X, = 1 ist und diese nicht
weiter iiber eine zusétzliche Verteilung fiir den "Fehler” ¢, definiert werden mus8,
— zumal sich zeigt, dass die Werte von €, durch die Werte von 7, definiert werden
(verl. (3.8.3), Seite 201), womit im Falle dichotomer Items die KTT inkonsistent
wird, da diese Definition der Fehler der Forderung nach Unabhéngigkeit von 7 und
¢ widerspricht. In Abschnitt 3.8.2 wurde ebenfalls argumentiert, dass die KTT
nicht impliziert, dass nur lineare Itemfunktionen betrachtet werden miissen, denn
die Axiome der KTT beziehen sich nur auf die Beziehungen zwischen 7 und e,
nicht aber auf die Beziehung zwischen 7 und 6. Eine Beziehung zwischen 7 und ei-
ner weiteren latenten Variablen 6 ist auch urspriinglich in den Axiomen der KTT
gar nicht explizit erklirt worden. Eine solche Variable wird aber gewissermaflen
implizit mitgedacht: wird ein Merkmal verschieden operationalisiert, ergeben sich
u. U. verschiedene Messvorschriften, die aber durch eine lineare Transformation
aufeinander bezogen sein sollten. So kommt es zum Begriff der kongenerischen
Tests, deren Erwartungswerte durch die lineare Transformation 7 = v + An auf
eine Variable 7 zuriickgefiithrt werden, die gewissermaflen als kanonische Variable
hinter all den gemessenen Variablen steht. Aber auch 7 entspricht einer Messvor-
schrift, und wer garantiert, dass n linear von der tatsichlichen Ausprigung des
interessierenden Merkmals abhéingt? Wahrend man bei Meinungsaussagen noch
vermuten kann, dass sie einigermaflen direkt die Intensitit (oder was auch immer
abgefragt wird) reflektieren, ist dies fiir psychophysiologische Messungen schon
weit weniger selbstverstédndlich. Nimmt man aber eine nichtlineare Beziehung wie
die Weibull-Funktion (3.8.6) an, so mufl man nur noch die iiberfliisssige Annahme
Xy = 74 + &4 fallen lassen, um im Bereich des Generalisierten Linearen Modells
(GLM) zu sein. Dieses Modell soll kurz in seiner allgemeinen Struktur vorgestellt
werden, denn es enthélt die Probabilistischen Testtheorien als Spezialfille.

Das GLM geht auf Nelder & Wedderburn (1972) zuriick. Nelder et al. gin-
gen von dem schon in Abschnitt 3.8.2 beschriebenen Sachverhalt aus, dass die
Anwendung des ALM

Y:b0+2ijj+€
J
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auf abhéngige Variablen Y, deren Wertebereich auf ein bestimmtes Intervall, ins-
besondere auf [0, 1], beschriankt ist, zu einer Verzerrung der Schétzungen fiir die
Regressionsparameter fiihrt, bzw. zu Wahrscheinlichkeitsschiatzungen kleiner als
Null oder grofer als 1, wenn Y fiir eine Wahrscheinlichkeit steht. Zur Veranschau-
lichung betrachte man die folgenden Beispiele:

1. In einem Test zum Konzentrationsverlauf soll die Testperson in einem vor-
gegebenen Zeitintervall At moglichst viele einfache Aufgaben 16sen, etwa
Aufgaben aus dem Bereich des Kleinen Einmaleins. Der Score X ist die
Anzahl k der gelosten Aufgaben. X ist eine zufillige Verdnderliche, die
nicht nur von Person zu Person, sondern auch fiir eine gegebene Person bei
wiederholten Testdurchgéngen variiert. Man mdchte von X auf Parameter
0 schlielen, der die "Fahigkeit” der Person charakterisiert; eventuell méchte
man dariiber hinaus den Einflufl bestimmter unabhéngiger Variablen, die
vom Testleiter kontrolliert werden, erfassen.

2. Es wird ein Fragebogen mit n dichotomen Items konstruiert, mit dem im
Rahmen der Evaluation von Therapiemafinahmen das Ausmafl an Depressi-
vitdt von Patienten in standardisierter Form erhoben werden soll. Es sollen
die Parameter 6 der Testpersonen bestimmt werden, die die tatsichliche
Depressivitat abbilden.

Im Beispiel zum Konzentrationsverlauf ist der Gesamtscore X einer Person
gleich der Anzahl X der Aufgaben, die sie im Zeitintervall At 16st, wobei die
Frage nach den falschen Antworten hier der Einfachheit halber nicht weiter be-
riicksichtigt wird. Geht man von der KTT und damit vom ALM aus, mufl man
weitere Annahmen {iber die Relation zwischen der Anzahl X und dem gesuchten
Parameter # und zu den genannten unabhéngigen Variablen treffen. Es soll ja
X = 7 4 ¢ gelten, wobei ¢ die zufilligen Komponenten in X représentieren soll.
Man konnte versuchen, 7 mit dem Erwartungswert einer approximierenden Nor-
malverteilung in Verbindung zu bringen und dabei etwa 7 = 6 setzen; der Fehler
e wire dann wieder durch die Differenz X — E(X) definiert. Der Punkt hierbei
ist aber, dass die Normalverteilung sicherlich nur eine Approximation sein kann,
denn X kann nicht negativ werden. Wenn man diese Eigenschaft der X-Werte
als nicht weiter wichtig ansieht, weil etwa die Mittelwerte z, der Personen alle so
grof} sind, dass nach der Tchebyscheffschen Ungleichung die Wahrscheinlichkeit
von X-Werten nahe bei Null vernachléssigbar erscheinen, bleibt aber mit der Fra-
ge konfrontiert, dass die Varianz der Fehler, also der Abweichungen X — E(X),
von E(X) abhéngt, die Unabhéngigkeit von 7 und ¢ also nicht mehr gegeben ist.
Damit ergibt sich die Frage, wie X denn iiberhaupt verteilt sein kann. Mit der
Beantwortung dieser Frage wird es aber womoglich iiberfliissig, iiberhaupt eine
Normalverteilungsapproximation betrachten zu miissen, denn man kann dann ja
gleich die angenommene Verteilung und deren Parameter in Bezug auf € zur In-
terpretation der Daten heranziehen. Macht man die Annahme, dass die Aufgaben
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unabhéngig voneinander bearbeitet werden, so ist eine mégliche Verteilung fiir X
die Poisson-Verteilung®?

P(X =k)= e—W(Aﬁwk, (4.1.1)

mit dem Erwartungswert und der Varianz
E(X) = AAt, V(X)) = MA¢, (4.1.2)

bei dieser Verteilung ist also die Varianz gleich dem Erwartungswert. Streng ge-
nommen kann auch diese Verteilung nur eine Approximation sein, da z.B. die
Zeiten, die fiir das Losen der Aufgaben bendtigt werden, hier nicht beriicksichtigt
werden, aber die hierdurch erzeugten Verzerrungen sollen einmal als vernachlés-
sigbar gelten. Fiir grofler werdenden A-Wert strebt die Poisson-Verteilung zwar
auch gegen eine Normalverteilung, bei der aber Erwartungswert und Varianz nach
wie vor gekoppelt sind, so dass es ist viel direkter und natiirlicher ist, gleich mit
der Poisson-Verteilung zu arbeiten. Wird At nicht variiert, kann man A\* = \At
setzen und dann wieder einfach A statt A* schreiben; auf diese Weise ist At in A
“absorbiert” worden. Es sei

y=>Y biXj, (4.1.3)
i

wobei etwa speziell by = 1 und X; = 6 der Personparameter ist und by = 1
und Xo = k der Schwierigkeitsparameter, identisch fiir alle Aufgaben ist; die
moglicherweise weiteren Pradiktoren kénnen irgendwelche anderen, gerade inter-
essierenden Variablen sein. Man kann nun

A=y

setzen. Da aber A > 0 ist, werden Einschrénkungen beziiglich der b; notwendig,
was zu Verzerrungen der Gewichte b; fithren kann. Eine Alternative ist deshalb

A=el (4.1.4)

anzusetzen. Die b; konnen jetzt positive oder negative Werte ohne weitere Re-
striktionen annehmen. Wesentlich bei diesen Betrachtungen ist, dass y zum Er-
wartungswert A\ in Beziehung gesetzt wurde.

Im Falle der Meinungsbefragung kann man zunéchst wieder annehmen, dass
die Aufgaben unabhéngig voneinander beantwortet werden. Die Wahrscheinlich-
keit, dass ein Item I, "positiv” beantwortet wird, sei p, = P(X, = 1|y). Die
Frage ist nun, wie p, mit y aus (4.1.3) verkniipft werden kann. Geht man von
der Vorstellung aus, dass die Einstellung beziiglich des betrachteten Merkmals

®2Diese Verteilung wird gelegentlich als Verteilung seltener Ereignisse bezeichnet, was nicht
inkorrekt ist, aber irrefiihrend sein kann, denn die tatséchlich beobachteten X-Werte kénnen
durchaus ”grof” sein, wenn nur A hinreichend grof§ gew#hlt wird.
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bei jeder Person zeit- und bedingungsabhéngig variiert, kann man wieder eine
latente (“unterliegende”) Variable 7 einfithren und postulieren, dass die Antwor-
ten von den Werten von n abhingen: je nach Formulierung der Frage wird sie
"positiv” beantwortet, wenn entweder n < ky oder n > K, ist, wobei k4 ein fiir
die jeweilige Frage charakteristischer kritischer Wert ist. Nun mufl man eine Ver-
teilung fiir n annehmen. Alten Traditionen (Thurstone) folgend kénnte man die
Gauf3-Verteilung adoptieren:

_ 1 (TI - ,UJa)z
fa(n) = T €xXp <_%‘_2> . (4.1.5)

Hier ist der Index a hinzugefiigt worden, um anzuzeigen, dass die Verteilung von
71 durch fiir die a-te Person charakteristische Parameter definiert sein kann. So hat
7 bei der a-ten Person den Erwartungswert E(n) = u, und die Varianz V(n) = o2.
Die Wahrscheinlichkeit, dass die Person dem Item I, zustimmt, konnte diesem
Ansatz zufolge durch

P(y> ol 02) =1 = Pln < slpao?) = 1= [ fuag. a.10)

gegeben sein. Um den Effekt der unabhéngigen Variablen y aus (4.1.3) modellieren
zu kénnen, kann man nun

fa="Ya =Y b;Xq (4.1.7)
j

setzen. Hier wurde auch y mit @ indiziert, um anzuzeigen, dass die X; fiir a
spezifische Werte annehmen konnen. So kénnte by = 1 und X,; = 6, ein person-
spezifischer Parameter sein, der die Depressivitit abbildet. Nun ist

P(ngmg)zP("_y“gmg_y“> :P<Z§“9_y“>,

Oa Oaq Oa

so dass (4.1.6) iiber die Standardnormalverteilung ausgedriickt werden kann:
(kg—Ya)/oa
P(n > kglya) =1 —/ f(z)dz, (4.1.8)

—0o0

mit f(z) = exp(—22/2)/+v/27, und das bedeutet

P(n > kglya) =1 — @[(kg — Ya)/0a] = ®[(Ya — Kg)/0Ta]. (4.1.9)

Wieder wurde y, nicht mit p,q = P(n > Kg|ya) gleichgesetzt, vielmehr wurde y,,4
linear auf das Probit ®~! bezogen:

O (pag) = Ya, (Probit) (4.1.10)
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Natiirlich hiatte man auch die logistische Verteilung fiir 7 annehmen kénnen.
Wie bereits in Abschnitt 2.6.3 gezeigt wurde, erhélt man die Beziehung

eYe
P(rl > ,ng’ya) = Pag = m7 (4111)
und daraus nach kurzer Rechnung
log <p“9> = 9yq. (Logit) (4.1.12)
1- pag

Natiirlich lassen sich noch andere Verteilungen diskutieren, etwa die in (3.8.6)
(Seite 202) schon eingefiihrte Weibull-Verteilung. Fiir die Zwecke dieses Ab-
schnitts geniigt es aber, es bei den betrachteten Beispielen zu belassen.

Fasst man das Vorgehen zusammen, so lassen sich verschiedene Schritte kenn-
zeichnen:

1. Strukturannahme: Es wird zunéchst eine Variable y, = > j b;j X,; defi-
niert. Die X,; sind Pradiktoren fiir eine Indikatorvariable X, bzw X4, die
anzeigt, ob eine bestimmte Antwort oder allgemein Reaktion erfolgt ist. Ein
Pradiktor kann u. a. ein Personenparameter 6 sein.

2. Verteilungsannahme: Fir X, bzw. fir X = ) g Xg wird nicht mehr
das ALM X, = 75 + ¢4 bzw X = 7 + € angenommen, sondern es wird
eine Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir die Daten angenommen. Die hier be-
trachteten Verteilungen — die Poisson-, die Gau- und die logistische Ver-
teilung sind spezielle Beispiele aus einer Klasse von Verteilungen, die iiber-
haupt in Frage kommen. Diese Klasse ist die Exponentialfamilie®®: zu ihr
gehoren auch die Binomialverteilung, die Exponentialverteilung sowie die
Verteilung der Summe unabhéngiger, exponentialverteilter Variablen, die
Weibull-Verteilung, Extremwertverteilungen, etc. Auf die allgemeine Dis-
kussion der Exponentialfamilie soll hier verzichtet werden, da im Folgenden
nicht weiter auf sie rekurriert werden wird. Wichtig ist aber, zu sehen, dass
aufler der Gauf3- oder der logistischen Verteilung durchaus noch andere Ver-
teilungen in Betracht gezogen werden koénnen.

3Die Dichte ist, fiir irgendwelche Daten z, durch

f(210,¢) = exp [a[0)(20 — g(0) + h(2)) + B(¢, 2)]

gegeben, mit «(f) > 0. 6 und ¢ sind irgendwelche Parameter, also nicht notwendig Personen-
oder Itemparameter. ¢ ist ein "nuisance’-Parameter, d.h. ein Parameter, der in einer Verteilung
auftritt, ohne dass man eigentlich an ihm interessiert ist. So ist man oft am Erwartungswert p ei-
ner Normalverteilung interessiert, weil man annimmt, dass bestimmte experimentelle Variablen
auf y einwirken, und die Varianz o2 ist nicht weiter von Interesse, mufl aber mit beriicksichtigt
werden. b, h und [ sind geeignet zu wihlende Funktionen. Bei geeigneter Wahl dieser Funktio-
nen geht f in die Binomial-, GauB-, logistische -, Weibull-Verteilung etc iiber. Ausgearbeitete
Beispiele findet man etwa in Fahrmeir, Hamerle und Tutz (1996), Kapitel 2.
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3. Link-Funktion: Die Grofle y = ) ; 0; X wird iiber eine bestimmte Funkti-
on H mit einem Parameter der betrachteten Wahrscheinlichkeitsverteilung,
oft der Erwartungswert u, in Beziehung gebracht:

H(p) =y. (4.1.13)

H heit Link-Funktion (linking function, Nelder & Wedderburn (1972), p.
372). der Poisson-Verteilung etwa wurde p = A = e¥ gewihlt; Dann ist
H(p) = log A = y die Link-Funktion. Bei der Gau8-Verteilung ergibt sich
die Probit-Beziehung H (1) = @ 1(py) = y, py = py(Y) als Link-Funktion,
und bei der logistischen Verteilung hat man

H(p) =log <pgpg> =Y, DPg= pg(y)'

Diese Definition entspricht (4.1.11) oder (4.1.12), aber man kann y iiber die
Reparametrisierung der logistischen Funktion mit dem Erwartungswert u
in der Verteilungsfunktion

1

Pn<k)= ——7—+
1<% = 1 o (28

in Beziehung setzen, also y = y; der Faktor v/3/7 ist bereits in ¢ absorbiert

worden (vergl. (2.6.85), Seite 77).

Die logistische bzw. kategoriale Regression ist eine der bekanntesten Anwen-
dungen des GLM; fiir die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses, das iiber eine In-
dikatorfunktion X = {0, 1} signalisiert wird und die von unabhéngigen Variablen
X1,...,X, abhéngt, hat man bekanntlich

1

PX=1X1,....X,) =
( ’ 1, ) T) 1+exp(b1X1+---b,«XT)’

(4.1.14)

wobei P(X = 1]/X1,...,X,) durch entsprechende relative Haufigkeiten geschétzt
wird. (4.1.14) ist ein Beispiel dafiir, wie unabhéingige Variablen X;,..., X, auf
Haufigkeiten oder relative Haufigkeiten bezogen werden koénnen: auf jeden Fall
nicht durch unbeschrinkte Anwendung des ALM

P(X:1|X1,...,X7«):lel—l—--'b,«Xr.

Auch diese Beziehung kann gelten, — aber nur als Approximation in der Nach-
barschaft eines Punktes Py, in dem P in guter Naherung eine lineare Funktion
der Xq,..., X, ist, meistens um Py = .5 herum. Fiir die Analyse des allgemeinen
Zusammenhanges zwischen den unabhéingigen Variablen und P ist die lineare
Approximation aber nicht hinreichend und fiihrt zu verzerten Schitzungen fiir

die bj.
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Im Folgenden wird der Spezialfall, dass X; = 0 ein Personenparameter und
X5 = k ein Itemparameter betrachtet. Will man die Auswirkungen irgendwelcher
Mafinahmen auf 6 untersuchen, ist man also automatisch bei der logistischen
Regression oder der Logit-Analyse. Auch eine Probit-Anlyse konnte gewéhlt wer-
den, es zeigt sich aber, dass die Logit-Analyse, d.h. das logistische Modell, einige
grundsétzliche Vorziige hat, die sie fiir die Anwendung in der Theorie psychome-
trischer Tests besonders geeignet macht.

4.2 Modelle auf der Basis der logistischen Funktion

Es werden zunéchst dichotome Items betrachtet. Wie in Abschnitt 3.8.2 ausge-
fithrt wurde, impliziert der Fall dichotomer Items Inkonsistenzen fiir die KTT. Die
Diskussion dichotomer Items fithrt vielmehr direkt auf das Generalisierte Lineare
Modell (GLM), wie es im vorangegangenen Abschnitt vorgestellt wurde. Statt also
das Modell X = 74¢ zu betrachten, wird man auf die Notwendigkeit gefiihrt, eine
geeignete Itemfunktion fiir P(X, = 1|6, k4) zu bestimmen. Naheliegend sind das
Ogive-Modell, oder das logistische Modell, die Weibull-Funktion. Aber auch an-
dere Funktionen, die sich aus anderen Verteilungsfunktionen ergeben, sind denk-
bare Kandidaten fiir die Definition eines probabilistischen Modells im Rahmen
des GLM, man denke an Extremwerteverteilungen oder die Gompertz-Verteilung.
Es zeigt sich aber, dass das logistische Modell eine Reihe von fiir die Testtheo-
rie interessanten Eigenschaften hat, so dass die Betrachtungen auf dieses Modell
fokussiert werden.

Das Birnbaum-Modell: In Abschnitt 2.6, Gleichung (2.6.6), Seite 36, wurde
das logistische

exp(ag(0 — Ky))
1+ exp(ag(0 — Kg))

P(Xg = 1[0, g,79) = 79 + (1 = 7g) (4.2.1)
Modell eingefithrt. Wie im Kommentar zu (2.6.85) ausgefiihrt wurde, kann man
die Interpretation oy = 1/04 und by, = k4 wihlen, wobei o, die Streuung ei-
ner unterliegenden Variable ist, die das fluktuierende Merkmal représentiert. Das
Modell ist auch als Birnbaum-Modell bekannt; Birnbaum (1968) hat es in einem
messtheoretischen Rahmen eingefiihrt. Bei ihm wird 3, statt o, geschrieben und
kein Bezug zu einer unterliegenden Variablen hergestellt. Die Einfithrung des Fak-
tors 3, erlaubt itemspezifische Trennschérfen, die bei dem im folgenden Abschnitt
besprochenen Modell nicht moglich sind. In (4.2.1) wird noch die Moglichkeit, dass
eine Testperson rit, in Rechnung gestellt. Dies ist das dreiparametrische logisti-
sche Modell (3PL-Modell); die drei Parameter sind v4, oy und k4, — 6 hat hier
die Bedeutung einer unabhéngigen Variable. Fiir 7, = 0 erhélt man das zweipa-
rametrige Modell (2PL-MOdell), und fiir oy = 1 ergibt sich das einparametrige
Modell (1PL-Modell). Das 1PL-Modell ist ein wichtiger Spezialfall, das unter dem
Namen Rasch-Modell bekannt ist; es wird im folgenden Abschnitt behandelt.
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4.3 Das Rasch-Modell

Das Rasch-Modell wurde bereits auf Seite 36 erwahnt und wird hier noch einmal
vorgestellt.

Definition 4.3.1 Es sei X, = {0,1} eine Indikatorvariable definiert: X, = 1,
wenn die Aufgabe geldst oder der Meinungsaussage zugestimmt wurde, und Xy = 0
sonst. Die Itemfunktion sei durch

ef—rqg

Fg(e) = P(Xg =1/0) = m,

(4.3.1)
gegeben und es gelte lokale Unabhdingigkeit. Das Testmodell heiffit dann Rasch-
Modell.

Ein wichtiger Begriff, der in Bezug auf (4.3.1) eingefiithrt werden muf}, ist der
der Rasch-Homogenitdt: intuitiv ist damit gemeint, dass die Items, die (4.3.1)
geniigen, alle nur ein und dasselbe Merkmal messen, dessen Ausprigung bei einer
Person eben durch 6 bzw. 8, repriasentiert wird. Die Rasch-Homogenitét 148t sich
auch formal definieren, und aus dieser Definition folgt dann (4.3.1):

Definition 4.3.2 FEs seien X , Xj, Indikatorvariablen, g,h = 1,...,n, fir di-
chotome Items. Irgendzwei Items I, und Iy sind Rasch-homogen, wenn

P(X, = 1;9)] g [P(Xh = 1/9)

k=] “\rg = V) i el e NV
b= rg =log [P(Xg = 0/0) P(X), = 0]6)

] + gn. (4.3.2)

Anmerkung: Formal bedeutet (4.3.2), dass sich die Logits fiir irgendzwei Items
nur um eine additive Konstante — d,, — unterscheiden sollen; fiir fixen 6-Wert
bedeutet dies, dass sich die additive Konstante nur auf eine Differenz der Schwie-
rigkeiten beziehen kann, was wiederum impliziert, dass # und die Schwierigkeiten
sich auf das gleiche Merkmal beziehen miissen.

Nachweis der Aquivalenz von (4.3.2) und (4.3.1): Gilt nun (4.3.1), so
folgt leicht, dass auch (4.3.2) gilt, mit dgp, = Kk, — Kgq.

Um zu sehen, dass die Beziehung (4.3.2) auch (4.3.1)impliziert, betrachte
man zunéchst

0 — Ky = log {P(Xg — 19)] .

P(X,=0|9)
Dies ist gleichbedeutend mit

P(X,=10)  P(X,=10)

O0—rg _ _

© T PX,=00)  1-P(X,=1J0)

woraus sofort
O0—kg

P(Xg = 1|0) = 1 +€9,Kg
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folgt. Weiter folgt in Bezug auf die rechte Seite von (4.3.2)

P(X), = 1]0)e’"  P(X), = 1|0)edn

O—rg _ =
¢ P(X,=000) — 1-P(X,=1]0)’
woraus sich
e@*ligfégh 69716;1
P(Xh — 1|0) = 1 T e@—fig—égh = 1 + e@—f@h
ergibt. .

Schreibweisen: Die Ausdriicke fiir P(X, = 1|6, x,) und P(X, = 0/, ry) sind
verschieden. Die Schreibweise

exg(e_ﬁg)

P(’Xg) = 1_‘_69_59

(4.3.3)

fasst beide Ausriicke zusammen: fiir z, = 1 ergibt sich der Ausdruck fiir P(X, =
116, kg), und fiir z, = 0 erhélt man P(X, = 0|6, Kg).

Parametrisierungen: Die Form (4.3.1) des Rasch-Modells heifit subtraktive

Parametrisierung, da die Wahrscheinlichkeit einer Losung oder Beantwortung

(X4 = 1) von der Differenz 6 — x4 abhéngt. Es sei noch einmal darauf hingewie-

sen, dass sowohl die Person (mit dem Parameter §) wie auch das Item I, (mit

dem Parameter r4) auf der gleichen Skala positioniert werden. Nun gilt aber auch
ef—rg ele—rg

1+elrs 1+ efeta’

d.h. das Modell kann in der Form

, v=¢e", og=¢e"" (4.3.4)

geschrieben werden; diese Form des Modells heifit multiplikative Parametrisie-
rung. Fiir manche Betrachtungen ist diese Art der Parametrisierung vorteilhaft.

Ein Vorteil dieser Parametrisierung ist, dass sie auf Beziehungen des Rasch-
Modells mit anderen Modellen verweist. Dividiert man auf der rechten Seite von
(4.3.4) Zahler und Nenner durch oy, so erhdlt man

I
S Log 49 g+

Gy (V) Cg=1/0y. (4.3.5)
Diese Form des Rasch-Modells korrespondiert zum Bradley-Terry-Modell bzw.
zum Bradley- Terry-Luce-Modell fiir den Paarvergleich, womit eine Beziehung des
Rasch-Modells zur Messtheorie hergestellt wird (vergl. Suppes & Zinnes (1963),
insbesondere Abschnitt 4, s.a. Beispiel B.2.3, Seite 295 im Anhang).
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Parallele Itemfunktionen: Gegeben seien zwei Items I, und Iy, mit Ky =
kg + Ak. Fiir die Itemfunktionen Fy und Fy gilt nun

ef—rg ef—rg—AK el0—Ar)—kg
Fg(g) = 1+ ef—rg’ Fgl(e) = 1 +697nngn = 1+ e(@—An)—ng’
d.h. aber
Fy0) = Fp(0), 0 =0—Ar (4.3.6)

Dies bedeutet, dass sich die Itemfunktionen Fyy und Fy fiir die Items I, und I,
nur durch eine Verschiebung um Ax auf der #-Skala unterscheidet. Die beiden
Itemfunktionen sind parallel. Dies folgt natiirlich schon aus der Tatsache, dass
die Itemfunktionen beim Rasch-Modell gleiche Trennschérfe anzeigen.

Zulassige Transformationen: Die Gleichung (4.3.6) verweist darauf, dass die
0- und der x-Skalen offenbar nur eindeutig auf Translationen sind. Dies folgt eben
aus

0' =0+, ky=rg+a=0—r; =0 —ry, (4.3.7)
d.h. die Skala, auf der § und x, Werte annehmen, ist eindeutig bis auf Addition
einer beliebigen, endlichen Konstanten « (die positiv oder negativ sein kann).
Hat man also Skalenwerte ¢ und k4 gefunden, die dem Modell geniigen, so kann
man

o= — Z Kg (4.3.8)
g=1

setzen und zu Werten ' = 0 +a, Ky = kg +a iibergehen. Anschlieend kann man

0" und ng wieder in ¢ und x4y umbenennen, und fiir die x4-Werte gilt dann
n
> kg =0. (4.3.9)
g=1

Wettquotienten und Logits: Aus (4.3.1) folgt sofort

1
Daraus ergibt sich die als Wettquotient bekannte Grofie

P(Xy,=1) O—rg
=¢e/7F 4.3.10
g = (4.3.10)

und durch Logarithmieren®® erhilt man das Logit

. P(X,=1)

LogitP(X, = 1|0) = log <P(XZ:O)> =0 — Ry. (4.3.11)

54Es ist hier stets der natirliche Logarithmus, also der Logarithmus zur Basis e, gemeint.
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Der Wettquotient gibt an, wie die Chancen stehen, dass z.B. die Person a das
Item I, 16st. Es sei etwa P(X,y = 1) = .75. Dann ist P(Xq, = 0) = .25 der
Wettquotient betragt .75/.25 = 3/1, d.h. die Chancen stehen 3 zu 1, dass a die
Aufgabe 16st. Betrigt die Wahrscheinlichkeit, das Item zu beantworten oder zu
l6sen, nur .65, so ist .65/.35 ~ 1.8 ~ 9/5; - Wettquotienten werden iiblicherweise
als Quotienten ganzer Zahlen ausgedriickt und sind deswegen im Allgemeinen
Naherungswerte.

Spezifische Objektivitit: Gegeben seien zwei Probanden a,a’ € P mit den
Parameterwerten 6, und 6, . Fiir ein gegebenes Item I, werde nun die Differenz
der Logits fiir die beiden Probanden betrachtet:

P(X(lg - 1) P(Xga’ = 1) B B
o8 <P<Xag = 0>> “loe (P(Xga/ 0 ) = b O —Rgthg = b0y (43.12)

Die Differenz der Logits ist also nur durch die Differenz der Probandenparameter
definiert und unabhéngig vom Itemparameter x,. Dieses Ergebnis gilt natiirlich
fiir ein beliebiges Item Iy, also fiir alle I;. Die Gleichung (4.3.12) erlaubt den Ver-
gleich zweier Personen unabhingig von den Items, mit denen sie getestet werden.
Diese Eigenschaft eines Testmodells, also der Vergleich von Personen unabhéngig
von den im Test verwendeten Items, wird die spezifische Objektivitdt eines Tests
genannt.

Auf analoge Weise sieht man, dass die Differenz der Logits fiir zwei Items
unabhéngig von den Personen ist:

P(Xazl) P(X/azl)
1 _\rag T ) —1 _\gae T :ea—ga— ;) = ) — . 4 1
* (P(Xag = 0)> o (P(Xg/a - 0) figthg = Ky —fg. (4.3.13)

Diese Gleichung bedeutet, dass man die Differenz der Schwierigkeit zweier Items
unabhéingig von irgendwelchen Personenparametern bestimmen kann, d.h. die
Items kénnen unabhingig von der Stichprobe oder gar Population von Proban-
den hinsichtlich ihrer Schwierigkeit miteinander verglichen werden. Die spezifische
Objektivitdt und die Populationsunabhéngigkeit der [temparameter sind charak-
teristisch fiir das Rasch-Modell und machen einen groflen Teil seiner Attraktivitét
aus.

4.4 Die Schitzung der Modellparameter

Werden Personen befragt oder getestet, so mochte man i. A. etwas iiber die Aus-
priagung der untersuchten Merkmals bei den Personen erfahren. Dariiber hinaus
kann es von Interesse sein, zu erfahren, ob die Items das Merkmal in unterschied-
lichem Mafle erfassen oder nicht, ob sie also gleich schwierig sind oder nicht. Dazu
miissen im Falle des Rasch-Modells die Parameter 6, und s, geschitzt werden.

Das Problem bei Modellen wie denen von Birnbaum und Rasch ist, dass die
Parameter nicht in direkter Beziehung zu beobachtbaren Gréflen stehen. Denn es
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werden nur Wahrscheinlichkeiten "vorausgesagt”, um im Jargon der Regressions-
analyse zu bleiben: Die Gleichung
eeafng

P(Xag = 1|04, kg) = 1+ efarg
besagt ja, dass die rechte Seite eben nur die Wahrscheinlichkeit P(Xyq = 1|6, kg)
bestimmt. Die wird aber nicht beobachtet, sondern nur die manifeste Variable
Xag, die bei der Person a und dem Item I, bei einer Testvorgabe entweder den
Wert 1 oder 0 annimmt. Man konnte die Wahrscheinlichkeit durch wiederholte
Vorlage abschétzen, nur wird das nicht funktionieren: wenn die Person etwa die
Losung erinnert, wird die manifeste Variable stets den Wert 1 annehmen. Abgese-
hen davon wird die Anzahl der Vorlagen des Tests kaum jemals hinreichend grof3
sein kénnen, um eine verniinftige Schitzung von P(X,, = 1) anhand relativer
Haufigkeiten zu erlauben.

Die Methode der Wahl ist demnach die Maximum-Likelihood-Methode. Like-
lihood heif3t zundchst einfach nur — wie ’probability’ — "Wahrscheinlichkeit’, meint
hier aber speziell die Wahrscheinlichkeit der beobachteten Daten oder Messungen,
unter der Bedingung, dass die Parameter der entsprechenden Wahrscheinlichkeits-
verteilung bestimmte Werte haben. Es seien die Daten einer Stichprobe von m
Personen gegeben, die auf n dichotome Items antworten. Die Daten kénnen in
einer Matrix zusammengefasst werden; man spricht auch von einer Datenstruktur:

Person Items Ya

1 000 0O0]O0

2 0000 T1|1

3 010 00]|1

4 1101 0| 3

5 0011 1|3
D=1"6 11100 02 (44.1)

7 1 011 1] 4

8 000011

9 1101 1] 4

10 001 1 0] 2

Xy 4 4 3 5 5

Hier gibt es m = 10 befragte oder getestete Personen a = 1,...,m, und fiinf
dichotome Items, g = 1,...,n. Eine 1 oder eine 0 reprisentiert die Realisierung

der zufélligen Verénderlichen X,4 = {0,1}. ng = >, Xqq ist die Haufigkeit, mit
der das g-te Item gelost bzw. positiv beantwortet wurde, m, = Y g Xag ist die
Anzahl der Items, die von der Person a gelost wurden.

Man kann nun die Likelihood dieser Daten definieren, vorausgesetzt, die X4
sind alle stochastisch unabhéngig. Die Likelihood der Daten ist durch

MmN Xag(fa—ry)
L(X11,. - Xem) = [T ]
a=1g=1
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gegeben.

Anmerkung: Man spricht hier bewuft von Likelihood und nicht von der
Wahrscheinlichkeit, weil einerseits der Begriff der Likelihood sich auf die
Wahrscheinlichkeit von Daten, gegeben bestimmte Bedingungen (hier: die
Geltung des Rasch-Modells), bezieht, zum anderen, weil L nicht notwen-
dig eine Wahrscheinlichkeit im strengen Sinn des Wortes ist: ist etwa f
die Dichtefunktion einer stetigen zufélligen Verénderlichen, so ist bekannt-
lich f(x) nicht die Wahrscheinlichkeit, dass X den Wert = annimmt. Diese
Wahrscheinlichkeit ist gleich Null. Nicht notwendig gleich Null ist die Wahr-
scheinlichkeit, dass X einen Wert in einem Intervall z,z + Az annimmt.
Diese Wahrscheinlichkeit ist durch F'(x 4+ Az) — F'(z) gegeben, und f ist der
Grenzwert eines Quotienten

lim F(z+ Az) — F(x) _ f(a).

Az50 Ax

Dementsprechend ist
F(z+ Az) — F(z) = f(z)Az

eine Wahrscheinlichkeit. Fiir beliebig kleines Az = dx heifit f(x)dx Wahr-
scheinlichkeitselement.

Andererseits kann L auch eine Wahrscheinlichkeit représentierten, wenn
nimlich X eine diskrete zufillige Veréinderliche ist.

Fiir die Zwecke der Parameterschidtzung kann aber, trotz der vorangegan-
genen Anmerkung, L wie eine Wahrscheinlichkeit behandelt werden. Denn das
Wahrscheinlichkeitselement f(z)dz wird maximal, wenn f(z) maximal wird, und
es wird gleich Null, wenn f(z) = 0. In diesem Sinne maximiert man die Wahr-
scheinlichkeit der Daten in Abh#ngigkeit von den Werten der freien Parameter in
einem Ausdruck fiir L, wenn man L maximiert.

Bei der Likelihood-Funktion (4.4.2) sind die Parameter 6, und «, die freien
Parameter, deren Werte bestimmt werden sollen. Der Bestimmung dieser Werte
liegt die folgende 'Philosophie’ zugrunde: Es folgt ja aus dem Begriff der Wahr-
scheinlichkeit, dass ein zufilliges Ereignis E, dessen Wahrscheinlichkeit hoher
hoher ist als die des Ereignisses E' # FE, eben eher und damit auch hiufiger
eintritt als E’. Hat man umgekehrt ein zufilliges Ereignis E beobachtet, so kann
man davon ausgehen, dass F eine hohere Wahrscheinlichkeit hat als die Ereig-
nisse E’, deren Wahrscheinlichkeit geringer ist. Das kann im Einzelfall durchaus
falsch sein, aber im Allgemeinen liegt man mit dieser Vermutung richtig. Da nach
(4.4.2) die Wahrscheinlichkeit L der Daten von den Werten der Parameter 6, und
kg abhéngt, ist es dementsprechend eine plausible Annahme, dass sie L maximie-
ren. Man kann L als Funktion von ¢, und x, auffassen. Die Aufgabe ist nun,
diejenigen Werte 6, und kg zu bestimmen, fiir die L maximal wird. Diese Werte
bestimmt man, indem man die Likelihood-Funktion einmal nach 6, differenziert,
und einmal nach k4; man spricht von partiellen Ableitungen. Fiir diejenigen Werte
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éa und Ry, fiir die die beiden partiellen Ableitungen gleich Null werden, nimmt L
einen maximalen Wert an. Man fasst dementsprechend die beiden partiellen Ab-
leitungen als Gleichungen in den Unbekannten éa und kg4 auf, mit a =1,...,m
und g = 1,...,n, d.h. es miissen n + m Gleichungen gel6st werden.

Die Herleitung dieser Gleichungen soll hier nicht durchgefiihrt werden; das
partielle Differenzieren von L nach den ¢, und &, etc. ist ein wenig léinglich und
tragt zum Versténdnis des Folgenden nichts weiter bei. Es geniigt, das Resultat
dieser Rechnungen anzugeben:

n R
b
me = Y xplla =Fo) fq (4.4.3)
s 1+ exp(b, — Rg)
m A ~
exp(fq — Ryg)
ng = ——  g=1,...,n. (4.4.4)
; 1+ exp(b, — Ryg)

Es ist nicht moglich, diese Gleichungen explizit nach den 6, und x4 aufzulésen, so
dass eine numerische Losung gefunden werden mufl. Programme fiir die Losung
der Gleichung sind verfiigbar.

Anmerkungen zu den Schitzungen: Schitzmethoden und einige wesentliche
Eigenschaften von Schétzern sind kurz in Abschnitt 2.6.10 behandelt worden.

1. Suffizienz: Zunichst fillt auf, dass die Daten nur iiber die Summen m, und
ng in die Gleichungen eingehen. m, ist die Summe — hier die Anzahl — der
Punktwerte fiir die gelosten Items bei der Person a. Der Punktwert der Per-
son a wird also ohne jede Gewichtung der einzelnen Antworten berechnet.
Jede "korrekte” Antwort liefert einen Punkt, unabhéingig von der Schwie-
rigkeit des beantworteten Items. Offenbar liefern die m, — neben den ny —
also bereits hinreichende Information iiber die zu schétzenden Parameter.
Die m, sind dementsprechend auch suffiziente Statistiken (vergl. Gleichung
(2.6.100) in Definition 2.6.3, 82).

2. Verteilung der Schitzungen: Die Schitzungen 6, und kg sind Schéitzun-
gen auf der Basis einer Stichprobe und damit fehlerbehafted. Méchte man
einer Person einen Parameterwert 6 zuordnen, so ist die Schitzung 0, nicht
notwendig gleich dem "wahren” Wert 6,. Deswegen ist man daran interes-
siert, z.B. ein Konfidenzintervall angeben zu kénnen, dessen Bestimmung
aber Kenntnis der Verteilung der Schétzungen 6, voraussetzt. Maximum-
Likelihood-Schétzungen haben nun die Eigenschaft, asymptotisch normal
zu sein. Damit hat man eine Basis fiir die Konstruktion von Konfidenzin-
tervallen.

3. Erwartungstreue und Konsistenz: Die Schitzung 0 ist erwartungstreu
und konsistent;das gleiche gilt fiir die Schéitzungen von k. Im Falle eines
Testmodells bedeutet dies, dass nicht nur die Anzahl der Personen, sondern
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auch die Anzahl der Items hinreichend grof} sein muf}, damit die Schiatzun-
gen # und & hinreichend nahe an den wahren Werten 6 und & sind.

4. Extreme Reihen- bzw. Spaltensummen: Es kann geschehen, dass eine
Person a keines der Items beantwortet, so dass m, = 0 ist. Ebenso kann
es geschehen, dass ein Item I; von keiner Person beantwortet wird, so dass
ng = 0. Betrachtet man nun die Gleichungen (4.4.3) und (4.4.4), so sieht
man, dass fiir diese Félle Schwierigkeiten entstehen. Denn m, = 0 impliziert
exp(éa — kg) = 0, und dies ist nur moglich, wenn 6, = —oo. Analog dazu
impliziert ny = 0, dass k; = o0o. Ein solches Item liefert aber keinerlei
Information mehr iiber das zu untersuchenden Merkmal.

Eine einfache Losung besteht nun darin, das Item aus dem Test zu entfernen.
Ebenso ist die Person a nicht weiter interessant, — abgesehen von der Frage,
was es bedeuten soll, eine Merkmalsausprigung von —oco zu haben.

Alternative Moglichkeiten der Schitzung, bei denen die hier genannte Pro-
blematik umgangen werden kann, beruhen auf dem Bayes-Theorem, vergl.
Rost (2004), Abschnitt 4.2.

5. Eindeutigkeit der Schitzungen: Die Schitzung der Parameter 6, und x,
beruht auf der Losung nichtlinearer Gleichungen. Im Prinzip ist es moglich,
dass solche Gleichungen mehr als nur einen Satz von Losungen zulassen (dies
kann schon bei linearen Gleichungen der Fall sein). Wenn mehrere Lésungen
moglich sind, ergibt sich sofort die Frage, welche Losung die richtige ist: so

i L . . . A(1 . .
konnte es ja sein, dass fiir eine Person a eine Schétzung 9((1 ) und eine weitere,

davon verschiedene Schétzung 67((12) existieren, was bedeutet, dass die Person
nicht beurteilt werden kann. Analog dazu kann es mehr als eine Schéitzung

kg fiir ein Item I, geben.

Es 148t sich zeigen, dass unter einer bestimmten Randbedingung die Para-
meterschéitzungen fiir das Rasch-Modell eindeutig sind. Ob diese Bedingung
erfiillt ist, 148t sich anhand der Datenmatrix feststellen. Man muf} priifen,
ob sich die Items in zwei Klassen Z; und Z» aufteilen lassen und, korrespon-
dierend dazu, die Probanden ebenfalls in zwei Klassen K7 und Ko derart,
dass alle Probanden der Klasse K alle Items der Klasse 77 16sen, und alle
Probanden der Klasse Ko kein Item der Itemklasse Zo 16sen. Sind Aufteilun-
gen dieser Art nicht moglich, sind die Schitzungen der Parameter eindeutig.
(Rost (2004), p. 317)

4.5 Der Test des Modells
4.5.1 Allgemeines Vorgehen

Uber die Gleichungen (4.4.3) und (4.4.4) lassen sich die Personen- sowie die Ttem-
parameter schéitzen. Die Interpretation der geschitzten Werte ist natiirlich nur
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sinnvoll, wenn das Rasch-Modell auch tatséchlich angemessen ist. Ob es {iber-
haupt angemessen ist, muf} allerdings entschieden werden. Denn es liegen dem
Modell ja starke Annahmen zugrunde: (i) die Items miissen homogen sein, d.h.
sie sollen nur ein Merkmal erfassen, (ii) die Itemfunktion mufl durch die logisti-
sche Funktion gegeben sein, und (iii) muf alle Items dieselbe Trennschérfe haben.
Keine dieser Annahmen muf} den tatsichlichen Gegebenheiten entsprechen. Die
Frage ist also, wie gepriift werden kann, ob das Rasch-Modell iiberhaupt adaquat
ist.

Die Homogenitét 148t sich sicherlich faktorenanalytisch untersuchen. Es sollte
eine Rotation der Achsen derart geben, dass die Items auf einer Achse liegen und
nur vernachlissigbare Ladungen auf zweiten oder gar dritten Achsen haben. In
der Tat ist der Weg iiber eine Faktorenanalyse ein Weg, Items zu erhalten, von
denen angenommen werden kann, dass sie nur ein Merkmal messen. Die Frage ist
natiirlich, ob das Merkmal, dass durch eine solche Achse reprisentiert wird, auch
dasjenige Merkmal ist, das gemessen werden soll.

Dariiber hinaus mufl gepriift werden, ob die Itemfunktion durch eine logisti-
sche Funktion représentiert werden kann. Es gibt viele Funktionen, deren Verlauf
dem der logistischen Funktion &hnlich ist, so dass dann, wenn eine logistische
Funktion an eine empirische Itemfunktion angepasst werden kann, noch kein Be-
weis vorliegt, ob die "wahre” Funktion tatséchlich die logistische Funktion ist.
Auf jeden Fall miissen die Itemfunktionen fiir verschiedene Items durch Paral-
lelverschiebung ineinander iiberfithrbar sein, denn alle Itemfunktionen miissen ja
parallel sein.

Gleichheit der r, in verschiedenen Subpopulationen: Gemifl der Glei-
chung (4.3.13) ist die Differenz der Schwierigkeits- oder Itemparameter unabhén-
gig von den Personenparametern 6. Bestimmt man also die k4 in verschiedenen
Subpopulationen (unter der Nebenbedingung > g = 0), so sollten sie gleich
grof} sein. Trégt man also die x,-Werte aus Subpopulation I auf der z-Achse und
die aus der Subpopulation II auf der y-Achse eines Koordinatensystems ab, so
sollten die Punkte (k4(I), kg(I1)) auf oder in unmittelbarer Nachbarschaft einer
Regressionsgerade mit der Steigung 1 und einer additiven Konstanten gleich Null
liegen.

Gleichheit von Wahrscheinlichkeitsquotienten: Es 148t sich zeigen, dass die
Differenzen x4 — kg durch einen Quotienten von Wahrscheinlichkeiten definiert
sind, also

P(X,=1NnXy =0)
P(X,=0NXy=1)]"

Da die Differenzen k4, — kg populationsunabhiingig sind, miissen die Quotien-
ten auf der rechten Seite, wie sie in verschiedenen (Sub-)Populationen bestimmt

kg — kg = log (4.5.1)
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werden konnen, gleich sein, d.h. es muf3 bei Geltung des Rasch-Modells

PO(X,=1nX, =0) PUD(X,=1NnXy =0) (45.2)
PO(X,=0NX,y=1) PUIN(X,=0NX, =1) o

gelten, wobei (I) und (II) die beiden Subpopulationen anzeigen.

Die Gleichung (4.5.2) ergibt sich direkt aus der Gleichung (4.3.13), Seite 216,

also
P(X.,3=1) P(Xgo=1)\ _ B
log (P(Xag = 0)) log <P(Xg/a =0) =04 — 04 — kg + Ky = Kg' — Kg.
Denn
P(X =1) P(X/:1> P(X :1)P(X/:O>
I 9 —1 g _ g g L
o {P(Xg = 0)] o8 [P(Xg/ —0)) T8 PX, =0 P(X, = 1)] "
und wegen der lokalen Unabhéngigkeit gilt
P(X,=1)P(X, =0) = P(X,=1NnX, =0)
P(Xg :O)P(Xg/ :]_) = P(Xg :Ong/ :1)
O

4.5.2 Genauigkeit der Personenparameter

Hat man den Parameter 6, einer Person a € P geschétzt, so hat man eben eine
Schitzung 0,, die aber im Allgemeinen nicht identisch it 6, ist; als Folge von
"Messfehlern” wird 6, mehr oder weniger von 6, abweichen. Die Frage ist, ob
sich wenigstens ein Intervall angeben l48t, in dem der wahre Wert 6, mit einer
hinreichend groflen Wahrscheinlichkeit, etwa p = .95, liegt.

Die Frage geht dann {iber in die, wie die Schétzungen 6, denn verteilt sind.
Werden die 6, mit der Maximum-Likelihood-Methode geschétzt, so ist bekannt,
dass die Schétzungen asymptotisch normalverteilt sind, wobei unter bestimmten
Randbedingungen E(6,) = 6, ist, d.h. unter bestimmten Bedingungen ist (we-
nigstens) der Erwartungswert der Schitzungen gleich dem wahren Wert. Kennt
man nun noch die Varianz dieser Verteilungen von Schéitzungen, kann man ein
Konfidenzintervall fiir den wahren Wert angeben. Das Konfidenzintervall ist dann

durch
Konfidenzintervall = 0, & 241/ V(6,) (4.5.3)

gegeben. Die Frage ist, wie V(6,) zu berechen ist. In (4.4.2), Seite 217, wurde
der allgemeine Ausdruck fiir die Likelihood-Funktion gegeben. Da £ von den
Daten abhéngt, ist £ eine zufillige Verdnderliche. Dann sind auch die Ableitungen
(Differentialquotienten) von L zufillige Verinderliche. Es 148t sich nun zeigen
(Kendall & Stuart, 1973, p. 44 ff), dass die Information iiber den zuschétzenden
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Parameter — hier also 6,, im Erwartungswert der zweiten partiellen Ableitung
von L enthalten ist, d.h. es gilt

2
0 log[’) (4.5.4)

1(6) = —E (aez

I(0) ist die Information iiber # in den Daten. Weiter 148t sich zeigen, dass die

Varianz V(6,) gerade durch den Reziprokwert der Wurzel aus I(6) gegeben:

V(0,) = (4.5.5)

1(0a)

Die GroBe I(6,) und damit V(,) wird mit den Schétzungen berechnet, so dass
explizite Formeln fiir 7(6,) hier nicht angegeben werden miissen.

4.6 Mehrkategoriale und mehrdimensionale Verallgemeinerun-
gen

4.6.1 Raschs multikategoriales Modell

Rasch (1961) betrachtete den Fall, dass Items in Bezug auf eine Anzahl vorgege-
bener Kategorien beantwortet werden. Rost (2004) illustriert das Modell anhand
eines Fragebogens zur Einstellung zur Umwelt, bei dem vier Antwortkategorien
vorgegeben werden: (i) 0: Habe ich schon getan bzw. tue ich bereits, (ii) 1: Kann
ich mir gut vorstellen, (iii) 2: Wiirde ich tun, wenn geeignete Bedingungen ge-
schaffen wiirden, (iv) 4: Halte ich fiir ungeeignet, um die Umwelt zu schiitzen.
Ein mogliches Item wire: ’Ich fahre mit dem Fahrrad zur Arbeit’. Die Probanden
kreuzen dann diejenige Kategorie an, die ihrer Einstellung am ehesten entspricht.
Wesentlich bei diesem Modell ist, dass die Kategorien fiir alle Items gelten. Eine
befragte Person mufl mindestens eine der Kategorien angeben. Fiir jede der be-
fragten Personen kénnen dann die Haufigkeiten bestimmt werden, mit denen die
einzelnen Kategorien angekreuzt wurden, d.h. es kénnen die Summensscores fiir
jede Person a bestimmt werden, die dann als Vektor

Fa = (Ta07ra17ra27ra3)/ (461)

angeschrieben werden koénnen: rq, & = 0,1,2,3 ist die Hiufigkeit, mit der die
k-te Kategorie angegeben wurde. Man kann fragen, wie viele mégliche Vektoren
es iiberhaupt geben kann. Dies ist die Frage nach der Anzahl der moéglichen
Verteilungen der n Items auf K Kategorien. So kann es sein, dass eine Person alle
Items in genau eine Kategorie sortiert, etwa die erste, so dass der Antwortvektor

resultiert. Sortiert sie alle Items in die zweite Kategorie, ergibt sich der Antwort-
vektor



es gibt gerade K Vektoren, die eine Verteilung angeben, bei der alle Items in
genau eine Kategorie sortiert wurden. Alternativ konnen n — 1 Items in eine
Kategorie und das restliche Item in irgendeine der iibrigen Kategorien sortiert
werden. Werden die n — 1 Items in die erste Kategorie eingeordnet, so gibt es
noch K — 1 Moglichkeiten fiir das restliche Item. Natiirlich kann es sein, dass
n — 1 Items in die zweite Kategorie sortiert werden und das restliche wieder
einer der iibrigen Kategorien zugeordnet wird. Insgesamt gibt es also K (K — 1)
Vektoren, bei denen n—1 Items in eine K Moglichkeiten) und ein Item in eine der
iibrigen (K — 1) Kategorien sortiert werden. Formal gleicht die Frage, wie man
n Items auf K Kategorien aufteilen kann, der Frage, auf wie viele Moglichkeiten
man n Bélle auf K Zellen aufteilen kann. Man kann zeigen, dass die Anzahl M
dieser Moglichkeiten durch

M= (” +§ - 1> (4.6.2)

gegeben®. Fiir den Fall n = 5 und K = 4 Kategorien erh:lt man®®

54+4—-1 8.7-6-H
M—< 4 >—1.2.3.4—14'5—70‘

mogliche Vektoren 7. Die Anwortvektoren, die man fiir eine gegebene Stichprobe
von Personen erhilt, ist eine Teilmenge der Menge der mdoglichen Vektoren 7.
Man kann dann fiir die Stichprobe die Héufigkeit, mit der bestimmte Vektoren
auftreten, bestimmen (vergl. Rost (2004), p. 191):

P | )
4 1 0 O 53
4 0 1 0 35
4 0 0 1 6
1 4 00 15 (4.6.3)
1 0 4 0 2
1 0 0 4 2
0 410 19
etc

Die Annahme ist, dass die Summe, die eine Person fiir eine bestimmte Kategorie
liefert, die Auspriagung des Merkmals, dass diese Kategorie repréasentiert, abbil-
det. Man muf} dabei aber beriicksichtigen, dass fiir jede Person a die Beziehung

K
Z Tor = = Anzahl der Items (4.6.4)
k=1

55Eine Herleitung dieser Formel findet man in Mortensen, U. Wahrscheinlichkeitstheorie, p.
15, Uwe-Mortensen.de, Skripten. Eine alternative und elegante Herleitung findet man auch in
Feller (1968), p. 38

56Rost (2004), p. 191 gibt hier ohne weitere Begriindung die Anzahl 56 an; vermutlich hat er
versehentlich 4 - 14 = 56 gerechnet.
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gilt. Je haufiger eine Person eine bestimmte Kategorie angibt, desto weniger hiu-
fig kann sie andere Kategorien ankreuzen. Damit sind die Summenscores einer
Person nicht unabhéngig voneinander: sind bei einer Person K —1 Summenscores
bereits gegeben, so liegt der K-te Score damit fest. Scores mit dieser Eigenschaft
haben einen besonderen Namen:sie heiflen ipsative Scores oder ipsative Messwer-
te. Ipsative Messwerte reflektieren die Auspragung eines Merkmals einer Person
nur relativ zu den Ausprigungen anderer Merkmale bei dieser Person. Im Un-
terschied zu den ipsativen Messwerten reflektieren die normativen Messwerte die
Ausprigung eines Merkmals bei einer Person relativ zu den Auspriagungen dieses
Merkmals bei anderen Personen. Fiir ipsative Messungen gilt, dass sie negativ
miteinander korrelieren; fiir K Kategorien erhélt man die Korrelation

1

Pipsativ = 7 _ 1" (4.6.5)

Will man die Korrelationen zwischen den Kategorien bestimmen, so geht die
Korrelation (4.6.5) verzerrend ein, erschwert also die inhaltliche Diskussion der
Korrelationen (iiber die Personen) zwischen den Kategorien. Diese Verzerrung
vererbt sich auch auf die Korrelationen mit externen Variablen, wie sie bei der
Bestimmung der Validitét berechnet werden.

Rost (204) betrachtet nun die die Wahrscheinlichkeit, mit der eine Person a
bei einem Iteml/, gerade die k-te Kategorie wéhlt. Er nimmt an, dass sie durch
die Differenz 0, — kg bestimmt wird, wobei 0,; die Neigung der a-ten Person,
die k-te Kategorie zu wéhlen und kg, die k-te Kategorie beim g-ten Item charak-
terisiert. Man kann kg als kategorienspezifische Schwierigkeit bezeichnen. Es sei
Xog =k, k=1,..., K eine Indikatorvariable ist, die angibt, welche Kategorie die
Person a beim g-ten Item angegeben hat. Rost macht nun die Annahme, dass die
Wahrscheinlichkeit P(X,y = k) durch den Ausdruck

P(Xug = k|Oak, igr) = A lor—rak (4.6.6)
gegeben ist, wobei A eine Konstante ist derart, dass
K
> P(Xag = klfak, kigr) =1, (4.6.7)
k=1
ist, woraus folgt, dass
1
A —_— W (4.6.8)
gelten mufl. Man erhélt dann
eeak_ﬁgk
P<Xag = k“gakv "@gk) = (4.6.9)

Dy €l o

Diese Gleichung definiert das mehrdimensionale Raschmodell.

Kommentare:
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1. Zunéchst mufl festgestellt werden, dass sich das Modell offenbar nicht auf
die Messung eines mehrdimensionalen Merkmals bezieht, sondern nur auf
ein nicht-dichotom, also multikategorial erfasstes Merkmal. Als solches stellt
es allerdings eine wichtige Verallgemeinerung des Rasch-Modells fiir dicho-
tome Items dar, da Items mit mehr als nur einer Antwortkategorie z.B. in
Fragebogen hiufig vorkommen und das Modell eine Rasch-Analyse entspre-
chender Daten erlaubt.

2. Die Definition des Parameters 6, ist ein wenig unklar. Erklért werden soll
ja die Wahrscheinlichkeit, dass beim g-ten Item die k-te Kategorie gewihlt
wird. Diese Wahrscheinlichkeit soll eine Funktion der Differenz von Person-
und Itemparameter sein. Dazu miisste aber 6, nicht auch noch als fiir die
k-te Kategorie spezifisch angenommen werden: 6, — kg, driickt ja bereits die
Relation zwischen der Position der a-ten Person auf das g-te Item aus. Die
Situation ist vergleichbar mit der beim Thurstoneschen Modell des Paar-
vergleichs, wo in Gleichung (2.6.39) (Seite 59) der Vergleich zweier Items
von der Position 6, der a-ten Person auf der Skala abhingig gemacht wird.

Wenn man aber gleichwohl einen fiir die Person a und die Kategorie k
spezifischen Parameter 6, einfiihrt, so postuliert man damit die Existenz
einer Tendenz, eine bestimmte Kategorie anzukreuzen, unabhéngig vom
Item (denn 6, ist ja nicht auch noch fiir ein Item charakteristisch). Denn
angenommen, die k-te Kategorie reprisentiert eine neutrale Position, wie
etwa ”Ich weifl es nicht”: bekommt man ein Item wie ”"Sollen die Steuern
verringert werden?” vorgelegt und représentieren die Kategorien ein Spek-
trum zwischen scharfer Ablehnung und enthusiastischer Zustimmung, so
kann die neutrale Kategorie die von den meisten favorisierte Kategorie sein,
denn kein Mensch aufler einigen Ideologen mit ausgepréigter Fahigkeit zur
Autosuggestion kennt die wirklich "wahre” Antwort. O

Die Annahme (4.6.6) ist natiirlich motiviert durch den Wunsch, das Rasch-
Modell fiir den 1-dimensionalen Fall zu verallgemeinern, eine inhaltliche Uber-
legung liegt dieser Annahme nicht zugrunde, wenn man von messtheoretischen
Betrachtungen absieht. (4.6.9) ist ein mogliches Modell fiir das Antwortverhalten,
— ob es im konkreten Fall zutrifft oder nicht ist eine empirische Frage.

Die Parameter im 1-dimensionalen Rasch-Modell sind nur eindeutig bis auf
Translationen, d.h. der Nullpunkt etwa der #-Skala ist willkiirlich. Deswegen kann
insbesondere

n
Zeak =0 fiir allea € P (4.6.10)

g=1
gesetzt werden, so dass nur K — 1 Parameter fiir jede Person geschéitzt werden
miissen. Die Itemparameter xg; kénnen wegen der genannten Eindeutigkeit nur
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bis auf Translation ebenfalls normiert werden, indem man
n
D kg =0 (4.6.11)
g=1

setzt. Hat man etwa n Items mit je K Kategorien, so sind, da ja noch (4.6.7)
gelten soll, (n — 1)(K — 1) freie Parameter kg zu schitzen.

Spezifische Objektivitit: Die wesentliche Eigenschaft des 1-dimensionalen Rasch-
Modells ist die spezifische Objektivitit: dieses Merkmal erlaubt es, die Personen-
und die Itemparameter unabhéngig voneinander zu schéitzen, was wiederum be-
deutet, dass man die Schwierigkeit unabhéngig von der Stichprobe von Personen
und die Féhigkeit der Personen unabhéingig von den Items beurteilen kann. Die
Frage ist nun, ob sich diese Eigenschaft auf das mehrdimensionale Rasch-Modell
iibertragt.

Dazu betrachtet man zunéichst die Definition von P(Xg, = k) in (4.6.9).
P(Xg4, = k) héngt nicht nur von 6., und kg4 ab, sondern wegen des Nenners
auch von allen anderen Parametern. Dies impliziert, dass der Vergleich irgend
zweier Itemparameter nicht mehr spezifisch objektiv ist. Es 148t sich aber zeigen,
dass die Vergleiche von Differenzen von Itemparametern spezifisch objektiv sind.

Es bleibt zu fragen, wie bei diesem Modell denn Itemfunktionen definiert sind
und wie die unbekannten Parameter geschitzt werden kénnen. Man kann sagen,
dass jeder Parameter 60, fiir ein Merkmal steht, das eben durch die k-te Katego-
rie reprisentiert wird. Dementsprechend sind K Itemfunktionen zu betrachten.
Der Parameter fiir eine Itemfunktion ist dann kg, die Schwierigkeit der k-ten
Kategorie beim g-ten Item. Je grofler der Wert von kg, desto weiter rechts wird
die Itemfunktion positioniert.

Die Parameter werden iiber die Maximum-Likelihood-Methode geschétzt. Die
Likelihood-Funktion ist

I = ﬁ ﬁ eXp(eak - /{gk)

K
a=1g=1 > =1 exp(bgj — Kjk)

exp [Za Zg Takbak — D ”gk“gk} (4.6.12)
a Ha Hg Zk exp(fak — ”gk) -
Man sieht, dass die Likelihood L — abgesehen von den zu schéitzenden Parametern
— nur von den Héaufigkeiten 7., und ng, abhéingt. Es ist also nicht wichtig, zu
wissen, bei welchem Item die k-te Kategorie gewihlt wurde, falls das Modell
gilt. Die unterschiedlichen Antwortmuster sind also fiir die Interpretation der
Ergebnisse nicht von Bedeutung.

Diese Parameterschitzung setzt voraus, dass jede Person fiir jedes Item auch
mindestens eine Kategorie angekreuzt hat. Kommt es vor, dass Personen bei
bestimmten Items keine Kategorie angekreuzt haben, so kann man, wenn es einem

227



nur auf die Itemparameter ankommt, diese Person einfach weglassen. Nur ist dies
keine gute Strategie, wenn die Anzahl der Personen, die bei einem Item keine
Kategorie gewéhlt haben, zu grofl wird. Ein praktikabler Ausweg besteht darin,
in solchen Féllen einfach einen kleinen Wert fiir 74, einzusetzen, etwa rg, = .01.

4.6.2 Faktorenanalytische Ansitze

In Abschnitt 2.6.9 wurden Elemente der Theorie der Faktorenanalyse vorgestellt.
Die Leistung in einem Test wird dabei als eine lineare Kombination von verschie-
denen Komponenten, die bei der Beantwortung von Fragen bzw. beim Losen von
Aufgaben benétigt werden, dargestellt. Angenommen, es werden r solche latenten
Komponenten benétigt. Eine Person a ist dann in Bezug auf diese Komponen-
ten durch Faktorwerte ¢q1,...,qq charakterisiert, wobei eine Komponente g,
das Ausmafl der k-ten Komponente reprisentiert, iiber die die Person a verfiigt.
Das Item I; wird durch die "Ladungen” ayz, . . ., o, représentiert, wobei oy das
Ausmaf angibt, mit dem das Item I, die k-te Dimension — also nicht die k-te Ka-
tegorie, wie im vorangegangenen Abschnitt — erfaft. Wie in Gleichung (4.6.13);
Seite 228, angeschrieben, kann man 6, mit den Faktorwerten in Beziehung setzen.

Hak = (qak, k= 1,...,7’ (4.6.13)

Der standardisierte Score z,4 der a-ten Person bei der g-ten Aufgabe ist dann,
entsprechend (??) auf Seite 77

T
Zag = 01gla1 + - + Qpglar = Z kgOak, (4.6.14)
k=1

wobei ein Fehler vernachléssigt wurde.

Hat man nun dichotome Items, so kann man vom Ansatz der logistischen
Regression Gebrauch machen; dort werden ja die Logits zu den unabhéngigen
Variablen in Beziehung gesetzt: Ist p die Wahrscheinlichkeit einer Antwort in
Abhingigkeit von den Pradiktoren Xi,..., X, so ist

B AR TP CEUSE &
1-p

setzen, was natiirlich

~exp(bo + 01 X1+ -+ b Xy)
P T exp(bo + i X1 + -+ b, X)

bedeutet. Die Regressionsparameter kénnen als ML-Schitzungen bestimmt wer-
den. Setzt man nun

p= P(Xag = 1|0a1; .. 70(17”;'%9)
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und ersetzt by + b1 X1 + - - - + b, X, durch 2,4 — kg, so erhdlt man wegen (4.6.14)
exp (3 j—1 Ahgbak — Fg)
1+ exp (Z;:l Oékgeak — fig)

Damit hat man eine mégliche Verallgemeinerung des Rasch-Modells auf » Dimen-
sionen. Ein &hnlicher Ansatz wird auch in McDonald (1999), p. 310, diskutiert.

P(Xag = 10a1,- ., Oar, 1) = (4.6.15)

Interpretation: Es wird die Kombination verschiedener, von einander unabhén-
giger Fahigkeiten angenommen, die kompensatorisch eingesetzt werden kénnen,
um eine Aufgabe zu 16sen. Nimmt man der Einfachheit halber an, dass einerseits
eine numerische Fahigkeit (nF') — reprisentiert durch 6; — und andererseits rdum-
liches Vorstellungsvermégen (rV) — représentiert durch 62 — benétigt werden, soll
also 0 = a101 + s gelten. Die Wahrscheinlichkeit, eine Aufgabe zu 16sen, hiangt
nur ab von der Differenz 6 — k4. Fiir fixen Wert 0 ergibt sich ein "trade-oft”

1
92 = —(9 - 01191); (4616)

a2
Fiir alle Personen mit gleichem 6-Wert ist die Wahrscheinlichkeit einer Aufga-
benlosung gleich grof}, auch wenn sie sich hinsichtlich ihrer ;- und 6-Werte

unterscheiden, so lange diese Werte nur der Bedingung (4.6.16) geniigen.

Ein solches Modell kann sicherlich nur fiir bestimmte Aufgaben gelten. Es
gibt Aufgaben, die sich nicht nur mit geometrischen Methoden lésen lassen, und
andererseits kann es hilfreich fiir das Losen algebraischer Aufgaben sein, geome-
trische Betrachtungen anzustellen. Aufgaben, fiir die ein Trade-off wie in (4.6.16)
gilt, diirften eine sehr kleine Klasse bilden. Plausibler ist vermutlich ein Ansatz,
bei dem gewisse Minimalfdhigkeiten zur Losung einer Aufgabe gefordert werden,
ein Trade-off wie in (4.6.16) also nur sehr partiell gilt. Man mag einwenden, dass
(4.6.16) zwar eine formale Implikation des faktorenanalytischen Ansatzes sei, die
aber psychologisch gar nicht gemeint sei; (4.6.16) sei nur eine irrelevante Kolla-
teralimplikation. Mit dem faktorenanalytischen Ansatz sei nur gemeint, dass fiir
die gegebenen Aufgaben das Modell

r
Zag = Z akgeak
k=1

gelten soll. Fiir eine gegebene Aufgabe betriige der Anteil der notwendigen nu-
merischen Fahigkeit gerade a; und der fiir die rdumliche Vorstellung ae, und fiir
eine gegebene Person seien die Fihigkeiten gerade #; und 6». Eine solche Dar-
stellung der Scores z,4 lésst sich ja schon wegen der allgemeinen Anwendbarkeit
der Singularwertzerlegung stets finden (vergl. die FuBnote zu Gleichung (2.6.63),
Seite 65). Aber fiir sich genommen ist die Repréisentation dann trivial, zumal man
nicht weif}, wie sie zu deuten ist. Interessant wird sie erst, wenn man sie als Mo-
dell ernst nimmt und etwa fordert — wie es bei faktorenanalytischen Modellen ja
geschieht —, dass die o;j bzw. ag; zu verschiedenen Fiahigkeitsanteilen korrespon-
dieren, die von jeder Person verlangt werden, wenn sie die Aufgabe 16sen will.

229



Will man dann das Losungsverhalten verschiedener Personen diskutieren, deren
Fahigkeitsprofile verschieden sind, aber die Aufgaben mit gleicher Wahrschein-
lichkeit 16sen, so landet man notgedrungen doch wieder beim Trade-off-Modell
(4.6.16).

Takane & de Leeuw (1987) weisen eine Aquivalenzbezichung zwischen den
marginal likelihoods fiir das 2-Parameter Ogiven-Modell einer IRT und der Fak-
torenanalyse fiir dichotome Items nach und verallgemeinern ihr Resultat fiir den
Fall mehrkategorialer Items.

Das Modell von Muraki & Carlson: Einen weiteren Ansatz findet man bei
Muraki & Carlson (1995). Der Personenparameter wird zu einem Vektor 0, =
(041,042, - .., 0q,)". Fiir das g-te Item I existieren Faktorladungen o = (g1, g2,
..., 0gr). Dann wird eine Antwortvariable yg, = ®g16041 + - - + agrgr + €4q de-
finiert, wobei 4, eine Fehlervariable ist, von der angenommen wird, dass sie
standardnormalverteilt ist. Die iibliche Faktorenanalyse geht von Messungen y4q
aus, die direkt den Antwortprozess repréisentieren. Bei kategorialen Variablen ist
aber die Antwortvariable y,, latent, von ihrem Wert hiangt die Wahl der Katego-
rie ab. Es sei w, eine Indikatorvariable: w, = j genau dann, wenn die Antwort auf
das Item I, in die j-te Kategorie fillt. Eine Antwort fillt in die j-te Kategorie,
wenn

Yg.i-1 < Yga < Vg5 (4.6.17)

mit v4,0 = —00, Ygr = 00. Die v4; sind Schwellenparameter. Die Wahrscheinlich-
keit, dass eine Antwort in die j-te Kategorie fillt, ist

Vg.j 1 — Y 2
P(wg = j|0a) =/7 JagW)dy, fagly) = ——7= exp [—(3/2329)] . (4.6.18)
9,J—1 g g

Die Antwort auf die Frage nach der Parameterschitzung ist langlich und wird hier
iibergangen (s. Muraki & Carlson 1995). Fiir die Interpretation gelten die glei-
chen Anmerkungen wie oben. Der Unterschied zu dem vorangegangenen Modell
besteht eigentlich nur in der Wahl der Wahrscheinlichkeitsverteilung.

Whitleys Modell: Whitley (1980) diskutiert drei Modelle: (i) unabhéngige
Komponenten, (ii) sequentiell abhéngige Komponenten, (iii) wiederholbar abhén-
gige Komponenten. Es geniigt hier, das erste Modell vorzustellen. Es représentiere
Xagr die Antwort der a-ten Person auf das g-te Item. X7 = {0, 1} signalisiert,
ob ein Item korrekt beantwortet wurde oder nicht. Die Antwort hinge von K
“unterliegenden” Komponenten ab, von denen jede durch eine entsprechende, nur
diese Komponente erfassende Aufgabe erfasst werden kénne. X4, reprisentiere
die Antwort auf ein Item fiir die k-te Komponente, und X; = {0, 1}indiziere, ob
die Antwort auf dieses I[tem korrekt war oder nicht. Es gelte

P(Xi = 10, be) = 1 (0) — b). (4.6.19)
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Dabei ist 0 ein Personenparameter fiir das k-te Merkmal, und b sei die Schwie-
rigkeit des Items. Es wird lokale Unabhéngigkeit angenommen, und fiir ¢ kann
insbesondere die logistische Funktion angenommen werden. Man erhilt dann fiir
die k-te Komponente wieder ein Rasch-Modell. Es wird weiter angenommen, dass
die K Komponenten stochastisch unabhéngig sind, gegeben die Parameter 6 und
br. Die Wahrscheinlichkeit, dass die Aufgabe korrekt beantwortet wird, ist dann

exp(@k — bk)

P(Xr=1 =
( T ‘H’b) H 1+exp(0k —bk)7

k

(4.6.20)

wo jetzt explizit die logistische Funktion postuliert wurde. Die Wahrscheinlichkeit
einer korrekten Antwort ist die Wahrscheinlichkeit, dass alle Komponenten in
korrekter Weise zur Beantwortung der Aufgabe herangezogen wurden.

4.6.3 Das linear-logistische Modell

Suppes, Jerman & Brian (1968) versuchten, die Abhéngigkeit der Wahrschein-
lichkeit der Losung arithmetischer Aufgaben von der Anzahl der Aufgabenkom-
ponenten, die zur Losung der Aufgabe zu bewéltigen waren, zu modellieren. Ist
pg die Wahrscheinlichkeit, die g-te Aufgabe zu 16sen, so soll

Logit(p,) = log - pgp =5 egigi +e (4.6.21)

9o
gelten, wobei 7; ein "Leichtigkeitsparameter” fiir die j-te Komponente der g-ten
Aufgabe ist; dieser Parameter ist unabhéingig von der speziellen Aufgabe I, die
entsprechende Komponente hat also die gleiche Leichtigkeit in allen Aufgaben. ¢
ist die Anzahl der Komponenten in I, mit der Leichtigkeit x4;, und c ist ein freier
Parameter. Scheiblechner (1972) hat das Modell auf die Durchfiithrung einfacher
logischer Operationen angewendet und dabei einen zusétzlichen Parameter &,
der die Fahigkeit der a-ten Person représentiert, eingefiihrt, also &, = 6, in der in
diesem Skript verwendeten Terminologie. Damit konstruierte er einen Ubergang
zum Rasch-Modell, wenn man

Kg =Y Cojtigi +C (4.6.22)
J
setzt. Das Modell fiir das Losen einer Aufgabe wird dann

_ explfy, — (Z] Cgjtig + C)]
1+ exp[f, — (Z] Cgjkigs + )]

P(Xag = 1/0a, 5g) (4.6.23)

Fischer (1972) diskutiert dieses Modell unter dem Namen linear-logistisches Mo-
dell.
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Interpretation: Zunichst sei angemerkt, dass eine notwendige Voraussetzung
des linear-logistischen Modells die Giiltigkeit des Rasch-Modells ist. Das linear-
logistische Modell kann als eine weitere Spezifikation des Rasch-Modells ange-
sehen werden, da angenommen wird, dass der Schwierigkeitsparameter x, als
Summe von Schwierigkeiten, die sich auf Komponenten der Aufgabe beziehen,
dargestellt werden kann.

Eine naheliegende Frage ist, aus welchen Annahmen iiber das Losungsver-
halten die Darstellung (4.6.22) von k, gefolgert werden kann. Wie es aussieht,
sind solche Annahmen nicht formuliert worden. Der Ansatz (4.6.21) von Suppes
et al. scheint ein ad-hoc-Ansatz zu sein: die Wahrscheinlichkeit der Losung einer
Aufgabe wird als logistische Regression auf die Schwierigkeiten der Komponenten
dargestellt, die hier die Rolle von Pradiktoren einnehmen. Scheiblechner (1972)
hat nur die Fahigkeit 6 einer Testperson als weiteren Pradiktor hinzugefiigt. Der
Ansatz folgt also nicht aus psychologischen Betrachtungen iiber das Losungsver-
halten, sondern ist einfach ein Versuch, die Abhéingigkeit der Losungswahrschein-
lichkeit von den Teilschwierigkeiten und der Fahigkeit darzustellen, ganz analog
zu der Art und Weise, wie man versucht, den Effekt verschiedener Risikofaktoren
auf die Wahrscheinlichkeit, in einen Autounfall verwickelt zu werden, oder sich
bei einem Krankenhausbesuch zu infizieren. Korrespondierend zu den Betrach-
tungen in Abschhnitt 2.6.3 dieses Skriptums kann man zeigen, dass der Ansatz der
logistischen Regression auf die Annahme einer logistisch verteilten "unterliegen-
den Variablen” zuriickgefiihrt werden kann®’. Im hier gegebenen Zusammenhang
wiirde man

1

1t exp (520 )

wobei 1 wieder die Fahigkeit einer Person zum Zeitpunkt des Testens ist. Den
Faktor 7/4/3 kann man etwa in den Parameter ¢ absorbieren, indem man ¢* =
oV/3/m setzt, und weiter

P(Xy=1|0,k9) = P(n > kl|0,kq) =

(4.6.24)

kg — 0 * * * * % *
B =0 =) 0" =0/0" ky = Ky

setzt. Mit dieser Reparametrisierung erhélt man, wenn man zur Abkiirzung p, =
P(Xy =10, kg) schreibt,

Py _

1—py
wobei 0" und £ einfach wieder in 6 und r, umbenannt wurden. In (4.6.24) spielt
0 die Rolle eines Erwartungswertes (vergl. (2.6.6), Seite 36), und es wird ange-
nommen, dass Groflen, die die Losungswahrscheinlichkeiten beeinfluflen, auf 6
einwirken. Diese Annahme entspricht dem allgemeinen Ansatz, der vielen stati-
stischen Verfahren zugrunde liegt, man denke etwa an die Varianzanalyse, wo ja

0 — kg,

5"Dieser Ansatz wird explizit vorgefiithrt im Skript Kategoriale Regression und loglineare Mo-
delle, Abschnitt 2.2.2. WWW.Uwe-Mortensen.de, Skripten.

232



auch postuliert wird, dass die unabhéngigen Variablen auf den Erwartungs- bzw.
Mittelwert der abhéingigen Variablen einwirken. In Suppes et al.’s Ansatz (4.6.22)
dagegen wird — nicht unplausibel — davon ausgegangen, dass die Darbietung einer
Aufgabe ja nicht den Erwartungswert 6, also hier der Personenparameter, ver-
andert, sondern dass fiir gegebenen 0-Wert der Schwierigkeitsparameter x4 bzw.
die Schwierigkeitsparameter der Komponenten der Aufgaben die Antwortwahr-
scheinlichkeit bestimmt. Dabei wird kein explizites Modell des Losungsverhaltens
aufgestellt. In einem solchen Modell wiirde sich k4 als irgendeine, von den spe-
ziellen Modellannahmen abhéingende, vermutlich komplizierte Funktion der Teil-
schwierigkeiten ergeben. Solche komplizierten Funktionen lassen sich aber, einem
Theorem der Mathematik zufolge®® durch geeignet gewihlte Polynome beliebig
genau approzimieren. Fiir kleine Bereiche der unabhingigen Variablen geniigt oft
schon ein Polynom ersten Grades, also eine lineare Funktion, und das ist der
Ansatz von Suppes et al. Potenzen hoheren Grades und Produktterme (Polyno-
me konnen auch in mehreren Variablen definiert werden) fithren dann zu immer
genaueren Approximationen. Im Rahmen von Regressionsanalysen verschwinden
die nichlinearen Teile aber oft im "Rauschen”, also in den Messfehlern, wie auch
immer diese zustande kommen, so dass man mit einem linearen Ansatz im All-
gemeinen sehr weit kommt.

In den iiblichen Anwendungen der logistischen Regression werden nun die
unabhéngigen Variablen, von denen man vermutet, dass sie einen Einflul auf
die Wahrscheinlichkeit des Eintretens des jeweils interessierenden Ereignisses ha-
ben, explizit erhoben. So kann man die Wahrscheinlichkeit, dass eine Frau, die in
einer Klinik ein Kind entbindet, sich eine Infektion zuzieht, als von den Fakto-
ren "Kaiserschnitt” (ja oder nein), "Diabetikerin” (ja oer nein), "Ubergewicht” (ja
oder nein) abhingig vermuten und die Hypothese eines Einflusses dieser Faktoren
iiber die logistische Regression testen®. Fiir jede gebéirende Frau kann objektiv
festgestellt werden, ob sie sich infiziert hat oder nicht und welche der genannten
Faktoren auf sie zutreffen und welche nicht. Regressionsgewichte in der Nach-
barschaft von 0 legen nahe, dass der korrespondierende Faktor keinen Einflufl
hat.

Im linear-logistischen Modell wird die objektive Bestimmung der Werte der
unabhéngigen Variablen ("Prédiktoren”) ersetzt durch Annahmen tiber Teilkom-
ponenten. Es sind Annahmen iiber die Gewichte cg4;. Mu8 in einer Aufgabe eine
bestimmte Differentiationsregel angewendet werden, wird der entsprechende cg;-
Wert gleich 1, sonst gleich Null gesetzt. Auf diese Weise entsteht eine n x r-Matrix
C von Koeflizienten c¢4; = {0,1}, n die Anzahl der Aufgaben, r die Maximalzahl

*8Gemeint ist der Weierstrasche Approximationssatz, wie man ihn in Lehrbiichern zur
Differential- und Integralrechnung findet, etwa in Courant (1955), p. 289, oder Heuser (2002), p.
63. Ein Polynom (n-ten Grades) ist ein Ausdruck der Form f(z) = ao+ai1z' +asz®+- - - +anz"™,
ein Polynom ersten Grades hat dann die Form f(x) = ao + aix. Die Definition ld8t sich auf
Funktionen von mehr als einer Variablen verallgemeinern.

S9vergl. Skript Kategoriale Regression und loglineare Modelle, Beispiel 17, p. 48.
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von Komponenten in einer Aufgabe. Mo6gliche Wechselwirkungen zwischen den
Komponenten werden nicht beriicksichtigt. Geschétzt werden dann die 4;-Werte.

Die Interpretation lduft dann wie bei der {iblichen logistischen Regression:
Aus (4.6.21) folgt

_Pg — eColkglt +Coriigr — oCglkgl oCg2Kg2 . . . oCorhigr

1-— Dy

Ist insbesondere cj; = 0, so ist exp(cyjrgj = 1, d.h. die j-te Komponente hat kei-
nen Effekt auf die Wettchance ("odds”), dass das Item gelost wird. Fiir c4; # 0 gibt
der Faktor exp(cgjrg; den Einflul an, den j-te Komponente auf die Wettchan-
ce hat. Das Ausmaf} des Einflusses einer Teilkomponente einer Aufgabe hingt
auch von dem in (4.6.21) angenommenen Ansatz ab; nimmt man nichtlineare
Komponenten und Wechselwirkungen ebenfalls an, kann man u. U. zu anderen
Abschétzungen kommen.

Um eine bessere Intuition iiber das linear-logistische Modell zu bekommen,
soll kurz auf die Arbeit von Fischer (1973) eingegangen werden. Fischer (1973)
diskutierte die Losungen von Aufgaben aus der elementaren Differentialrechnung
im Rahmen des linear-logistischen Modells. Es wurden Aufgaben verschiedenen
Schwierigkeitsgrades présentiert und sowohl die 0,- wie auch die xy; fiir die ver-
schiedenen Komponenten, die bei der Losung zu bewéltigen sind, geschéitzt. Eine

Testaufgabe ist eine Funktionen vom Typ
/1 — 23
14 a3

fiir die die erste Ableitung nach z zu finden ist. Offenbar sind die Aufgaben
verschieden schwierig. Es miissen die verschiedenen Differentiationsregeln in ge-
eigneter Verkettung durchgefiihrt werden. Man betrachte dazu die Differentiation
der Funktion f(z) = \/z. Da vz = z'/2 = 2P mit p = 1/2 liBt sich die Diffe-
rentiation auf die Differentiation der Funktion g(z) = P, p > 0 zuriickfiithren:
bekanntlich gilt dg(z)/dz = ¢'(x) = pxP~L. Um f zu differenzieren, schreibt man
sie in die Form ¢ mit p = 1/2 um. Dann ist

2322 +1)2, exp[3(2? — x —2)/2], sin , ete.,

1 1 1
N e Ve L

2 2 2\/x’

Man muf also (i) den Ubergang f — g bewiltigen, dann (ii) die Regel fiir die
Differentiation von 2P anwenden, dann (iii) beriicksichtigen, dass zP~! = 1/x!~?
ist, etc. Dabei konnen Vorzeichenfehler gemacht werden, der Faktor 1/2 kann am
Ende vergessen werden, etc. Ist die Funktion f(z) = vaz3 zu differenzieren, muf
zusétzlich die Kettenregel angewendet werden, wobei weitere Fehlerméglichkeiten
entstehen, und die Vermeidung der Fehler kann, abgesehen von der Notwendig-
keit, die Regeln zu erinnern, die Schwierigkeiten ausmachen.

g'(x)
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Die beschriebene Zerlegung der Aufgabe in Teilaufgaben ist eine denkbare
Zerlegung, — ob sie auch zwingend in dieser Form vorgenommen wird, ist ei-
ne andere Frage. Wer mehr Ubung hat, sieht die Struktur gewissermaBen auf
einen Blick und die einzelnen Differentiationsregeln haben keine unterschiedliche
Schwierigkeit, Fehler ergeben sich allenfalls als Fliichtigkeits- oder Schreibfehler.
Ob die vom Autor vorgegebenen c,4;-Werte also fiir alle Probanden gelten, ist kei-
neswegs gesichert. Die Schitzungen der k,;-Werte miissen nicht notwendig das
reprisentieren, was von ihnen angenommen wird. Als Test hat Fischer einen Plot
der ebenfalls geschitzten Gesamtschwierigkeiten x, versus die auf der Basis der
Einzelschétzungen ry; iiber die Summe kg = ) j Cgjkgj vorhergesagten rg-Werte
durchgefiihrt. Zwar kann man die Hypothese einer linearen Regression von &, auf
kg beibehalten, aber die Daten zeigen doch eine erhebliche Varianz.

Hornke & Habon (1986) betrachteten die Konstruktion von Testaufgaben vom
Raven-Matrizen-Typ: ein Feld wird in drei Zeilen und drei Spalten aufgeteilt. Je-
des Feld enthilt eine Figur: einen Kreis, oder ein Dreieck, oder ein Quadrat.
In der dritten Zeile fehlt eine Figur. Sie mufl nach Mafigabe der Regeln, nach
der die iibrigen Reihen besetzt wurden, aufgefiillt werden. Das Problem besteht
darin, die Regel bzw. die Regeln zu erkennen. Denn die Figuren kénnen mit be-
stimmten Mustern gefiillt werden, so dass es eine Regel beziiglich der Muster
und eine beziiglich der Figuren zu finden gibt. Das Problem, solche Aufgaben zu
konstruieren, entspricht dem Problem, solche Aufgaben zu losen, — aber das ist
nur ein Nebenaspekt, der hier nicht weiter von Interesse ist. Die Autoren schlagen
zuer Analyse der Daten aus solchen Tests das linear-logistische Modell vor. Die
Begriindung ist interessant: da verschiedene mentale Operationen vorgenommen
miissen, um eine solche Aufgabe zu l6sen, sei die Gesamtschwierigkeit einer Auf-
gabe gleich der Summe der Teilschwierigkeiten fiir die einzelnen Operationen. Es
wird also nicht der oben vorgefithrte Weg iiber die logistische Regression, wie er
durch Suppes et al.s Ansatz nahegelegt wird, gewahlt, sondern einfach nur eine
additive Komposition der Teilschwierigkeiten angenommen. Eine Begriindung fiir
diese Annahme findet man nicht.

Betrachtet man die Fischerschen und die Hornke et al.schen Untersuchungen,
so erscheint fraglich, ob der unterstellte Anspruch, iiber die Parameterschitzun-
gen im Rahmen des linear-logistischen Modells tatsidchlich Aufschluf} tiber die
Komponenten des jeweiligen ProblemlGseprozesses bekommen zu haben. Es wer-
den einerseits keinerlei Annahmen iiber die Art und Weise, in der die einzelnen
Operationen vorgenommen werden, gemacht, andererseits werden ihnen individu-
elle Schwierigkeiten zugeordnet. Man kann sich fragen, unter welchen Bedingun-
gen sich eine solche Additivitdt ergibt. Man kénnte annehmen, dass die Regelan-
wendungen unabhéngig voneinander korrekt oder inkorrekt erfolgen. Nimmt man
der Einfachheit halber einmal an, dass nur zwei Regeln — und jede nur einmal bei
einer Aufgabe — angewendet werden miissen, so sind zwei latente Variable 7; und
72 zu betrachten. Die Aufgabe wird korrekt gelost, wenn 11 > k1 und 72 > Ko
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ist. Die Wahrscheinlichkeit dieses Ereignisses ist durch das Integral
o0 oo
P(Xg =10, k1, k2) —/ / S, m2)dmdne (4.6.25)
K1 K9

gegeben, wobei f(n1,7n2) die gemeinsame Dichte von 7 und 79 ist. Es ist eine
interessante Aufgabe, diejenige Dichte f zu finden, fiir die dieses Doppelintegral
gleich der logistischen Funktion ist, durch die das linear-logistische Modell defi-
niert wird. Ein Versuch, sie zu 16sen, soll hier nicht gemacht werden. Es ist aber
interessant, den Spezialfall dreier Aufgaben zu betrachten: In zweien von ihnen
sei nur jeweils eine Regel anzuwenden, die die Schwierigkeiten i bzw. ko ha-
ben moégen. Die dritte Aufgabe verlange die Anwendung beider Regeln. Es gelte
jeweils das linear-logistische Modell. Die Antwortwahrscheinlichkeiten sind dann
exp(f — K,
P(X;=16r)) = < +§X(p(9 _Jllj), j=1,2 (4.6.26)
exp(f — (k1 + K2))

Py = 10w ) = 00 o (4.6.27)

denn nach Voraussetzung gilt k3 = c1k1 + cak2, und da jede Regel in der dritten
Aufgabe genau einmal vorkommt, gilt ¢; = ¢ = 1. Es werde nun die Annahme ge-
macht, dass die dritte Aufgabe gelost werde, indem die beiden Regeln unabhéngig
voneinander korrekt angwendet werden. Die Wahrscheinlichkeit einer korrekten
Antwort ist dann gleich der Wahrscheinlichkeit, dass beide Regeln korrekt ang-
wendet werden, so dass

P(Xg = 1|¢9,/€1,/€2) = P(Xl = 1|9,/€1)P(X2 = 1|0,/€2)

gelten miilte. Nun ist aber

P(X1 = 1|0, k1)P(X = 10, ks) = { exp( — k1) ] [ exp(6 — k2) ]

1+exp(@— k1) [1+4 exp(0 — k2)

626— (k1+kK2)

= 1+6971{1 +€97R2+620_(N1+I€2) (4628)

Offenbar ist die rechte Seite ungleich der Wahrscheinlichkeit (4.6.27), schon weil
im Nenner von (4.6.28) die Summe e?~%t + =%2 auftritt, die in (4.6.27) nicht
existiert; hinzu kommt, dass in (4.6.28) der Term 260 auftritt. Der zugehdorige
Logit-Ausdruck ist nicht linear in den x;-Werten, denn fiir den Wettquotienten
findet man
P(Xg = 1‘9,&1,%2) . 20— (r1th2)
1 — P(X3=1]0,k1,k2) 14 ef—r1 4 ef-r2’

so dass

Logit(P (X3 = 1|0, k1, k2)) = 20 — (k1 + k) — log(1 + /%1 4 7%2),
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Abbildung 22: Aufgaben mit verschiedenen Komponenten, aus Hornke und Habon
(1986). Mit Schwierigkeitsberechnungen.

ITEM A ITEM B
/ \

QA A
1
O ] O]

%

O

>
700

b=8C+IN+5E+2C b=SC+IN+5E+2R
=-051+0.76-0.20+2 * 0.08 =051 +0.76-020+2 * (-0.23)
=0.21 = 0.41

Eine lineare Approximation ergibt sich nur, wenn
log(1 + €% 4 ?7F2) = 0
angenommen werden kann, was wiederum
ee—m + 69+n2 ~0

bedeutet (denn log1l = 0), und dazu miissen die Werte von k1 und k2 grof§ im
Vergleich zu 0 sein, — was bedeutet, dass die Wahrscheinlichkeiten fiir die korrekte
Losung einer Komponente beide nahezu Null sein miissen. Unter der Bedingung,
dass beide Komponenten nach dem logistischen Modell und unabhéngig vonein-
ander gelost werden ist die Annahme einer linearen Logit-Funktion also nicht
sehr verniinftig. Soll eine lineare Logit-Funktion fiir beliebige Wahrscheinlichkei-
ten gelten, schlieft man unabhéngige Rasch-Modelle fiir die Einzelkomponenten
aus.

Das linear-logistische Modell impliziert also Abhéngigkeiten, die bei der ur-
spriinglichen Spezifikation des Modells gar nicht explizit gemacht worden sind.
Welcher Art die Abhéingigkeiten sein miissen, damit sowohl fiir Aufgaben mit nur
einer Komponente als auch fiir Aufgaben mit mehr als einer Komponente das
Rasch-Modell gilt, ist eine offene Frage. Damit ist aber auch die Frage, was iiber-
haupt iiber den Losungsprozess angenommen wird, offen. Verwunderlich ist diese
Unklarheit nicht, wenn man an die Herkunft des linear-logistischen Modells aus
den Annahmen iiber die logistische Regression denkt, wo ja nur postuliert wird,
dass die Wettchance p,/(1—py) durch ein Polynom ersten Grades approximierbar
sein soll, — welche Funktion auch immer dabei approximiert wird. Abbildung 22
zeigt zwel Aufgaben aus Hornke und Habons Sammlung; man kann sich anhand
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dieser Aufgaben Gedanken {iber die Anwendung des linear-logistischen Modells
machen und zu eigenen Schlufolgerungen gelangen.

Zum Schluf sei noch auf das faktorenanalytische Modell (4.6.15), Seite 229,
zuriickgekommen. Natiirlich ist es prinzipiell moglich, dieses Modell mit dem
linear-logistischen Modell zu kombinieren. Eventuell wiirde die Anwendung des fa-
korenanalytischen Modells Hinweise auf voneinander unabhingige Komponenten
des Losungsprozesses liefern, die dann bei der Definition der Teilschwierigkeiten
hilfreich sein kénnen.

4.6.4 Tests der Eindimensionalitidt und Item Cluster

Auch im mehrdimensionalen Fall lassen sich die Parameter iiber die Maximum-
Likelihood-Methode schiatzen. Man hat aber damit noch keinen Test, ob Ein- oder
Mehrdimensionalitét gilt. Eine wichtige Arbeit zu dem Problem, die Hypothese
der Eindimensionaltidt zu testen, wurde von Martin-Lof (1973) vorgelegt. Er
testet die Hypothese der Eindimensionalitit gegen die Alternativhypothese, dass
die Menge der Items in zwei Teilmengen Z; und Zy mit je n; und no Items zerlegt
werden kann. Die Items in diesen beiden Klassen messen verschiedene Merkmale.
Fiir jede Klasse gelte das Rasch-Modell.

In Gleichung (2.6.59), Seite 64, wurde der Begriff des Logits eingefiihrt. Defi-
niert man

By(0) = P(Xq = 1]0),
so kann man das Rasch-Modell in der knappen Form
Logit(P,(0)) = 0 — Ky (4.6.29)

schreiben. Diese Form entspricht der Nullhypothese, die Martin-Lof betrachtet.
Die Alternativhypothese 148t sich dann in der Form

Logit(Py(0)) = Y 0gabla — kg, d=1,2% g=1,....m (4.6.30)
d

anschreiben. 649 = 1, wenn I, € 71, und 049 = 0, wenn I, € Z. K, ist, wie {iblich,
die Schwiergkeit des g-ten Items. Es sei nun T' der Gesamtscore, und Ty, d = 1, 2,
seien die Teilscores fiir die Items aus Z; bzw. Zo, d.h.

T=> X, Ti=)Y X, d=1,2 (4.6.31)
g g€Zy

Weiter sei n; die Anzahl von Probanden mit dem Gesamtscore ¢, und ny,, sei die
Gesamtzahl von Probanden mit den Teilscores ¢; und to. Die folgende Grofle ist
eine Teststatistik:

Us(©) = —210g{ Le [TiZo(ne/m)™ } . (4.6.32)

f’Cl ffcz H?llzo ?22:0(”151152 /n)ntlt2
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Dabei ist i)c die bedingte Likelihood unter der Nullhypothese, ﬁcl und EQ sind die
entsprechenden Likelihoods fiir die Teilklassen Z; und Zy, und A ist eine (m X 2)-
Matrix mit den Elementen d44. A definiert das Modell, nach dem die Items in zwei
Klassen aufgeteilt werden. Es ist also nicht so, dass die zwei Klassen explorativ aus
den Daten geschétzt werden, sondern es wird eine vom Untersucher postulierte
Aufteilung der Items getestet. Up(f) ist asymptotisch x2-verteilt mit ning — 1
Freiheitsgraden.

Das Problem mit Martin-Lofs Ansatz ist das Rasch-Postulat: beim Rasch-
Modell wird ja angenommen, dass alle Items die gleiche Trennschérfe haben.
Wenn aber die verwendeten Items dieser Bedingung nicht geniigen, kann der
Wert von Up(©) dazu fiihren, dass die Nullhypothese verworfen wird, obwohl sie
korrekt ist, d.h. obwohl alle Items der gleichen Klasse angehéren. Der Ansatz
Martin-Lofs 148t sich nun verallgemeinern, indem man ungleiche Trennschérfen
zuldflt. In Abschnitt (4.2), Seite 212, ist das verallgemeinerte (2PL) Modell

- exp((0 — rg)/0y) _ exp(ay (6 — by))
1+ exp((0 — /ﬁg)/a;) 1+ exp(agy (0 — by))

Fy(6) ,
d.h.
Logit P, (8) = a,(6 — b,) (4.6.33)

eingefithrt worden; sind die oy verschieden fiir verschiedene Items, so hat man ein
Modell, das ungleiche Trennschirfen zulét. Bartolucci (2007) hat dieses Modell
fiir verschiedene Annahmen iiber die oy numerisch getestet und zeigt, dass im
Falle ungleicher a,-Werte die Nullhypothese eines einzigen Itempools haufiger
falschlich zuriickgewiesen wird als im Fall gleicher a4-Werte.

Bartolucci (2007) diskutiert eine Reihe weiterer Modelle der Form

Logit(Py(0)) = ag ¥ 0gaby — kg, d=1,2; g=1,...,m (4.6.34)
d

Auf die Details kann hier nicht eingegangen werden. Es sei aber darauf hingewie-
sen, dass Bartolucci zeigt, dass die Analyse entsprechend formulierter Modelle
ein hierarchisches Clustering erlaubt, d.h. man kann zu einem Dendogramm der
Items wie bei einer Cluster-Analyse kommen.

4.7 Das ordinale Rasch-Modell

Das Merkmal sei kontinuierlich, aber in Kategorien aufgeteilt. Die Probanden lie-
fern Einschétzungen (Ratings) von Zustimmung oder Ablehnung, von sich oder
anderen Personen, etc. Wie bei der Thurstone-Skala kann man davon ausgehen,
dass die Wahrnehmung des Merkmals nicht konstant im strengen Sinne ist, son-
dern in einem bestimmten Bereich zufillig fluktuiert. In anderen Worten, man hat
es mit den discriminal dispersions zu tun, die von Thurstone eingefiithrt wurden,
um aus Priferenz- oder Dominanzurteilen eine Skala herzuleiten, die das Merkmal
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abbildet. Die Frage ist, ob man das Rasch-Modell auf mehr als zwei, moglicher-
weise ordinale Kategorien verallgemeinern kann. Eine solche Verallgemeinerung
wiirde es u. a. zulassen, Teillosungen von Aufgaben zu bewerten. Denn dichotome
Items, fiir die also nur "geldst” versus "nicht geldst” notiert werden kann, liefern
nur ein vergrobertes Bild, wenn es um komplexere Aufgaben geht.

Eine erste Verallgemeinerung des dichtomen Rasch-Modells geht auf Rasch
(1961) zuriick. Betrachtet werden Items, fiir die es » Antwortkategorien gibt. Fiir
das g-te Item soll gelten

expl[dy + (0 — rKg)]

P(X,=k|f) = T oxp[or + 6n (0 — rg)] k=0,...,r (4.7.1)

0y, ist ein Parameter, der fiir die k-te Kategorie des Items I, charakteristisch ist,
¢ ist ein "scoring coefficient”. Rasch (1961) hat bewiesen, dass (4.7.1) das einzige
Modell fiir mehrere Kategorien ist, das eine spezifisch objektive Schitzung von
Item- und Personenparametern zuldfit. Anderson (1977) bewies, dass unter der
Bedingung, dass die Koeffizienten ¢q, ¢1, . . . , ¢, gleichabsténdig sind, der einfache
Summenscore

Sa = Zmag (472)
g=1

eine suffiziente Statistik fiir 8,, also fiir den Personenparameter der Person a, ist.
Eine Interpretation der d; geht auf Andrich (1978) zuriick.

Samejima (1969) hat bereits ein Modell der gestuften Antwort (graded respon-
se model) vorgeschlagen. Demnach soll gelten
exp(ag(fa — Agk))

PO =1 = 1 b a5 (4.7.3)

Hierin ist Ay die Grenze zwischen der (kK — 1)-ten und der k-ten Kategorie beim
g-ten Item I;. oy definiert die Trennschérfe des g-ten Items. Samejima nahm
weiter an, dass die Person a, wenn sie mit dem Item I, konfrontiert wird, nach
Mafigabe einer zufilligen Verdnderlichen e, reagiert; die Wahrscheinlichkeit, mit
der £44 einen Wert grofer als die k-te Kategoriengrenze animmt, héingt vom Wert
der Parameter Ay, 0, und o4 ab. Ist £,4 logistisch verteilt, so ist die Wahr-
scheinlichkeit, dass die Person eine Antgwort liefert, die entweder in die k-te oder
eine groflere Kategorien liefert, ist dann durch (4.7.3) gegeben. Daraus 148t sich
dann die Wahrscheinlichkeit, dass die Antwort genau in die k-te Kategorie fillt,
ableiten.

Masters (1982) hat ein Modell fiir partielle Leistungen vorgeschlagen, dass
unter dem Namen partial credit scoring model bekannt ist. Die r Kategorien im
Samejima-Modell entsprechen in diesem Modell den verschiedenen Schritten, die
zur Losung des Items notwendig sind. Masters liefert als Beispiel die Aufgabe

/7.5
— — 16 =7
.25
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Man sieht sofort, dass offenbar drei Schritte notwendig sind: man mufl zunéchst
den Quotienten 7.5/.25 bewiltigen, ohne einen Kommafehler zu begehen. Die
Teillosung fiir diesen Schritt ist 7.5/.25 = 25. Dann mufl man die Differenz 25
- 16 bestimmen, also 25 - 16 = 9. Als letzten Schritt mufl man die Wurzel aus
9 bestimmen, und damit hat man die Losung — 3 — gefunden. Offenbar kommt
es auf die Reihenfolge dieser Schritte an, — man kann keine Wurzel ziehen, bevor
man nicht die Differenz bestimmt hat, und die 1dt sich nur bestimmen, wenn
man den Quotienten bestimmt hat. Generell konnen Items mit r Kategorien be-
trachtet werden, etwa Items, die Meiungen abbilden, etwa von “ausgesprochen
nicht einverstanden” (X, = 0), "nicht einverstanden” (X, = 1), "einverstanden”
(X4 = 2) bis zu "sehr einverstanden” (X, = 3).

Ist die Anzahl der notwendigen Schritte gleich 1, so kann man das Rasch-
Modell annehmen. Um die Betrachtungen einfach notieren zu kénnen, fithrt Ma-
sters die folgende Schreibweise ein. Mit kg1 wird die Schwierigkeit des ersten
Schritts bezeichnet. Die Wahrscheinlichzkeit, dass die Person a den ersten Schritt
bewiltigt, werde mit 71,4 bezeichnet. moyq = 1 — 7144 ist dann die Wahrschein-
lichkeit, dass sie ihn nicht bewdéltigt; natiirlich ist 714, + 7oga = 1, so dass man

Tiga _ exp(fa — Kg1)
Toga + Tiga 1+ exp(fs — Kg1)

Tlga = (4.7.4)
schreiben kann. Dieses Modell gilt dann auch fiir den Ubergang von Xy; =0
zu X, = 1. Im dichotomen Rasch-Modell ist die Anzahl der Personen, die ein
Item ”16sen”, eine suffiziente Statistik fiir den Itemparameter dieses Items. Diese
Figenschaft {ibertrdgt sich auf das hier behandelte Modell. Die Anzahl S}, der
Personen, die der k-ten Kategorie zustimmen, ist hochstens so grofl wie die Anzahl
Sk—1 der Personen, die der (k — 1)-ten Kategorie zustimmen. Mithin gilt generell

Sgl gSgQ S "'gSgr
und Sy, ist eine suffiziente Statistik fiir Agy.

Damit die Person die zweite Kategorie wahlt, mufl sie mindestens der Aus-
priagung der ersten Kategorie zustimmen bzw. die erste Stufe 16sen. Die Wahr-
scheinlichkeit fiir das Losen der zweiten Stufe oder der Zustimmung zur zweiten
Stufe ist dann

T2ag _ explf, — Kg2] (475)
Tlag + T2ag 1+ explla — Kkgo]
Fiir die dritte Stufe erhélt man analog
T3ag _ expll, — Kg3] (47.6)
M2ag + T3ag 1+ exp[ea - 593] ’
etc. Der allgemeine Ausdruck ist
k
€xXp [Z]‘:O(ea - ’fgj)}
Thag = (4.7.7)

S exp [ X4 o0 — i)
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Masters (1982), p. 159, zeigt, dass die Parameter 6, und xy, unabhéngig vonein-
ander geschéitzt werden konnen.

Insgesamt muf} gelten

TM0ag + Tlag + =+ + Trag = 1. (4.7.8)

4.8 Die Messung von Verinderungen

Allgemeine Verédnderungen: Die Messung von Verdnderungen nach einer The-
rapie, einem Training etc ist stets von besonderem Interesse. Es werde angenom-
men, dass die Messungen mit den Items Ii,..., I, dem Rasch-Modell geniigen.
Die Messungen zum Zeitpunkt ¢; mogen die Parameter 601, ..., 60, fiir die Perso-
nen und K1, ..., Ky fiir die Items ergeben. Zum Zeitpunkt ¢ wird der Test noch
einmal vorgelegt. Sollten sich {iberhaupt Verdnderungen ergeben, so sollten sie
nur bei dem Personenparametern nachweisbar sein, denn die k4, g = 1,...,n
sollen ja nur die Items charakterisieren.

Im Rahmen der Testtheorie sind Datenstrukturen im Allgemeinen zweidi-
mensional, dh sie kénnen in einer Personen x Itemmatrix angeschrieben werden.
Nimmt man nun noch die Zeit als weitere Dimension hinzu, entstehen dreidimen-
sionale Datenstrukturen. Es gibt einen weiteren Parameter d;, der den Effekt des
Zeitpunkts der Messung abbildet. Das Modell nimmt demnach die Form

exp(bq + kg + 61)

P(Xput = 1) = 4.8.1
(Xgar = 1) 1+ exp(fa + kg + 01) (4.8.1)

an. Man erhilt sofort die Logit-Form

log [P(Xgat =D

=0, Ot 4.8.2
P(Xgat:())} + Kg+ 04 (4.8.2)

Rost (2004) (p. 282) weist explizit auf den offenkundigen Sachverhalt hin, dass es
sich — analog zur Varianzanalyse — um ein Logit-Modell ohne Wechselwirkungen
handelt. Der Wert von ¢;, der den Effekt auf die latente Variable zum Zeitpunkt
t reprisentiert, ist fiir alle Personen und alle Items gleich. Das Modell (4.8.2)
ist mathematisch einfach, psychologisch deswegen aber keineswegs trivial: es ist
ja nicht unplausibel, anzunehmen, dass die zeitlichen Effekte fiir verschiedene
Personen verschieden sind. Das Modell ist duflerst restriktiv. Die naheliegende
Verallgemeinerung ist demnach, statt §; Parameter d,¢ zu postulieren und damit
zuzulassen, dass die zeitlichen Effekte personenspezifisch sind. Dann kann man
natiirlich die Parameter 6, und 6, zu einem Parameter oy = 6, + 04t zusam-
menfassen und erhilt

exp(aat + Kg)

P X, s=1) = .
(Xgat ) 1+ exp(aat + Kg)

(4.8.3)
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Die Frage nach der Schitzung der Parameter wird gelost, indem man das Modell
(4.8.3) auf den bekannten Fall eines Zweiparametermodells zuriickfiihrt. Dies ge-
schieht, indem man eine Datenstruktur erzeugt, bei der die Datenstrukturen fiir
die einzelnen Zeitpunkte untereinander angeschrieben werden:

[ Zeitpunkt | Person Items
1 - n
1
t=1 :
m
1
X = f—o : (4.8.4)
m
1
t=k
L m -

Die Personen sind zwar stets dieselben, werden aber bei der Schétzung der Para-
meter wie verschiedene Personen "behandelt”. Es zeigt sich, dass die Schétzungen
fir die g i. A. nicht sehr reliabel und mit dem Parameter fiir ¢ = 1 negativ
korreliert sind. Von zentraler Bedeutung fiir die Interpretierbarkeit der Parame-
ter ist die Konstanz der k,-Schitzungen. Kann diese nicht angenommen werden,
konnen die Daten nicht im Rahmen des Rasch-Modells gedeutet werden.

Formal ist es moglich, die Personenparameter 6, als konstant anzunehmen und
dafiir die x,-Werte als zeitabhangig aufzufassen. Rost (2004) betrachtet dazu als
Beispiel den Symptomverlauf wihrend einer Therapie, also den Fall, dass sich die
Symptome im Verlauf der Therapie verdndern. Man kann dariiber hinaus noch
Modelle betrachten, bei denen Wechselwirkungen zwischen Personen und Items,
Personen und Zeitpunkten etc angenommen werden, vergl.Rost (2004), p. 284.

Lernprozesse: Eine spezielle Art der Verdnderung sind Lernprozesse wihrend
der Testbearbeitung. Sie konnen sich personenspezifisch, itemspezifisch oder in
Form von Wechselwirkungen &uflern. Ein Modell, bei dem die Veréinderung der
Personenparameter angenommen wird, ist

exp(0y — kg + (1 — 1)dq)

Pt =) = (B — g+ (- 1)62)

i=1,....n (4.8.5)

wobei §, jetzt ein Parameter ist, der die Lernfahigkeit reprisentiert. Das Modell
stellt aus lerntheoretischer Sicht eine starke Vereinfachung dar, weil der "Lern-
parameter” fiir alle Items gleich grofl und insofern nicht itemspezifisch und un-
abhéngig von der Zeit ist. Dariiber hinaus wird angenommen, dass die Art der
Antwort ("Reaktion”) keinen Einflufl auf den Lernvorgang hat.
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Die Schéatzungen der Parameter verweisen auf Interpretationsprobleme, die
die Genauigkeit der Schétzungen fiir die Parameter 6, und J, sich als gering
erweist; die Schétzfehler erweisen sich als korrreliert. Klauer und Sydow (1992)
haben versucht, die Probleme zu umgehen, indem sie Parameter nicht einzeln
schétzten, sondern annahmen, dass die Werte in der Population 2-dimensional
normalverteilt sind. Dann miissen nur die Parameter dieser Verteilung geschétzt
werden.

Auch itemspezifisches Lernen 14t sich modellieren. Dazu kann man das linear-
logistische Testmodell (4.6.23), Seite 231, heranziehen. Man erhélt das Modell

h
P(x exp <0a - Ej:l Q95M5 — C)
(Xag=1) = h :
L +exp <0a - Zj:l Q95" — C)

(4.8.6)

Zur Erinnerung: Nach (4.6.22) entspricht der Summe

h
> qgini —c
j=1

die Schwierigkeit x4 eines Items; diese Charakteristik des Items wird in Kompo-
nenten aufgespalten und der Lernvorgang bezieht sich auf die Komponenten. Die
Komponenten g,; werden in einer Matrix () zusammengefasst:

Komponenten j q-Gewichte

123 456 7| 8 9

1]1 0 0

2 1 -1 0

Items | 3 1 -1 -1 (4.8.7)

4 1 -1 0

5 1 -2 -2

6 1 -2 0

7 1]-3 -3

(nach Rost (2004), p. 289). Hier enthélt der Test sieben Items, die durch die
Zeilen représentiert werden. Das erste Item hat einen Lerneffekt, der sich auf das
zweite Item auswirkt; das Gewicht ist -1, weil die Itemschwierigkeit verringert
und die Losungswahrscheinlichkeit damit erhoht wird. Der Effekt wirkt sich auf
die folgenden Items aus, und beim vierten Item tritt erneut ein Lerneffekt ein, so
dass das Gewicht fiir das fiinfte Item nun -2 ist. Ein weiterer Lerneffekt tritt bei
Item 6 auf, so dass beim siebten Item ein Gewicht von -3 entsteht.

Die neunte Spalte reflektiert Lerneffekte bei den ungeraden Items I3, Is und
I7.
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4.9 Faktorenanalytische Modelle in der Testtheorie
4.9.1 TUberblick

Wie am Ende des Abschnitts 3.4.3 angemerkt wurde, sind die Beziehungen zwi-
schen der Reliabilitdt und der Validitéit eines Tests komplex: groflere Validitét
a8t sich mit groferer Heterogenitét erreichen, wiahrend eien gréflere Reliabilitét
eher mit einer gréfleren Homogenitét zu erzielen ist. Von Bedeutung sind beide
Parameter. Eine M6glichkeit, einen Einblick in das Ausmafl der Heterogenitét zu
bekommen, ist die Faktorenanalyse der Items, —im Prinzip erlaubt diese Methode
auch, homogene, d.h. 1-dimensionale (Sub-)Skalen zu gewinnen.

Die Faktorenanalyse geht iiblicherweise von einem linearen Modell aus: Ge-

messene Variablen X1, ..., X, sollen durch ein Modell der Art
Xj :aj1F1—|—aj2F2+~--+ajTFr+ej, r<p (4.9.1)
erklart werden, wobei I, ..., F, die "Faktoren”, d.h. bestimmte latente Variable

sind. Die Anzahl r der Faktoren ist, wie diese selbst, unbekannt. Man hofft, dass r
moglichst klein ist im Vergleich zu dem von p. Die Koeffizienten ("Ladungen”) a;,
sind ebenfalls unbekannt. Zumindest bei einem explorativen Ansatz kénnen die
a;i, sowie die F}, allerdings stets aus den Daten geschiitzt werden. Dies folgt aus
bestimmten S#tzen der Linearen Algebra, — die unabhéngig von der Anwendung
des Modells (4.9.1) und damit von psychologischen, medizinischen etc Sachver-
halten gelten. In diesem Sinne ist das Modell (4.9.1) auch nicht direkt testbar.
Das Modell ist allenfalls indirekt testbar: es erscheint allenfalls dann als unver-
niinftig, wenn sich keine sinnvolle Deutung der Fj finden 148t. Eine wesentliche
Annahme in (4.9.1) ist, dass es keine Interaktionen zwischen den latenten Va-
riablen gibt. Die Betrachtung psychologischer, biologischer und anderer Prozesse
zeigt aber, dass es keineswegs zwingend ist, sich auf rein additiv wirkende latente
Variablen zu beschrinken, weshalb im Folgenden auch einige nichtlineare Ansétze
vorgestellt werden sollen.

Der géngige faktorenanalytische Ansatz geht davon aus, dass die X1,..., X,
Messungen von kontinuierlichen Variablen sind. Viele psychometrische Tests und
Fragebtdgen enthalten aber dichotome Items, d.h. die X; konnen etwa nur die
Werte 0 oder 1 annehmen. Die direkte Anwendung der Faktorenanalyse, die von
Korrelationen zwischen den gemessenen Variablen ausgeht, fithrt aber zu Schwie-
rigkeiten. Seit Christofferson (1975) existieren allerdings Ansitze, die hier entste-
henden Probleme zu umgehen. Diese Ansitze werden ebenfalls vorgestellt. Ein
weiterer Ansatz besteht darin, LC-Modelle (LC — Latent Classes) anzuwenden.
Sie werden im letzten Abschnitt kurz vorgestellt.
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4.9.2 Das Lineare Faktorenmodell

Fiir jede der Variablen Xj,..., X, mogen m Messungen vorliegen; sie konnen
jeweils zu einem m-dimensionalen Vektor

X1,
X; = X:Qj (4.9.2)
Xmj
zusammengefasst werden. Es sei z; = >, X;;/m der Mittelwert der Messun-

gen der j-ten Variablen. Ublicherweise betrachtet man die Abweichungen Tij =
Xi; — Z;, also die Vektoren x; mit den Komponenten z;;. Schreibt man die x;
nebeneinander an, entsteht eine Matrix X. Geht man noch zu standardisierten
Werten z;; = x;;/s; iiber, wobei s; die Standarabweichung der der Messwerte der
j-ten Variablen ist, so erhilt man die Matrix Z der standardisierten Messwerte.
Offenbar ist ¥ = X’'X/m die Matrix der Varianzen und Kovarianzen der Varia-
blen, und R = Z'Z/m ist die Matrix der Korrelationen zwischen ihnen.

Das Modell der Faktorenanalyse wird haufig in Bezug auf die Matrix X dar-
gestellt. Haben die X allerdings verschiedene Mafleinheiten, ist es sinnvoll, zu
standardisierten Werten {iberzugehen, da die z;;-Werte frei von Mafleinheiten
sind.

Zur Bestimmung der Faktoren: im Allgemeinen wird man von Null verschie-
dene Kovarianzen (und damit Korrelationen) zwischen den X finden. Dies bedeu-
tet, dass es zwischen irgendzwei Variablen X; und X eine Regressionsbeziehung
der Art

Xj/ = ajj/Xj/ + ,Bjj/ + e (4.9.3)

gibt. Noch allgemeiner kann man etwa fiir X; die Gleichung
Xl = O[QXQ + -4 apX'p + &1 (494)

schreiben, d.h. X = X, 148t sich als Linearkombination der restlichen Vektoren
der Messwerte plus einem Fehlervektor anschreiben, wobei die ao, .. ., a; geeignet
zu wahlende Koeffizienten sind. Eine entsprechende Gleichung 148t sich fiir jeden
anderen Datenvektor anschreiben. Um die Faktoren Fj zu bestimmen, geht man
von einem Resultat der Linearen Algebra aus. Hier wird zwischen linear abhdingi-
gen (l.a.) und linear unabhdingigen (l.u.) Vektoren unterschieden. Sind x,...,x,
m-dimensionale Vektoren, so heifien sie linear unabhéngig, wenn keiner von ihnen
als Linearkombination der iibrigen darstellbar ist. Formal bedeutet dies, dass

0=a1x1 +a9xo + -+ apXxy, (4.9.5)

nur dann gilt, wenn a; = ag = -+ = a, = 0 gilt. Denn wiren etwa zwei der
Koeffizienten ungleich Null, etwa a1 und as, so héitte man 0 = a1x1 + asx2 und
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damit etwa

ai

X2 = ——Xq,

a2
d.h. x5 ist eine Linearkombination von x; (und umgekehrt, x; ist eine von x), und
damit wéren die x; nicht mehr linear unabhéngig. Gleichungen der Form (4.9.4)
mit von Null verschiedenen aj-Werten bedeuten also Lineare Abhéngigkeit der
X ;. Faktoren sollen voneinander unabhéngige Dimensionen représentieren. Eine
Dimension représentiert ein Merkmal (das eine Kombination von Merkmalen sein
kann), dass nicht durch andere Dimensionen erkléirt werden kann. Gemeint ist da-
mit genau das, was durch den Begriff der linearen Unabhéngigkeit ausgedriickt
wird. Représentiert man Faktoren durch Vektoren ﬁk (in einem noch genauer
zu spezifierenden Sinn), so sollen diese Vektoren 1. u. sein, d.h. keiner der ﬁk als
Linearkombination der iibrigen ﬁk/ darstellbar sein. Inhaltlich bedeutet dies, dass
sich die Merkmale, die durch die ﬁk reprisentiert werden, nicht durch Kombina-
tion der iibrgien Merkmale darstellen lassen. Das Ziel ist demnach, l.u. Vektoren
F Ty ,F’; zu finden, d.h. die gemessenen Vektoren als Linearkombinationen einer
bestimmten Menge von l.u. Vektoren darzustellen.

Die )?j und damit die x; und z; sind m-dimensionale Vektoren, — einfach,
weil sie m Komponenten haben. Es 1dt sich zeigen, dass sich stets alle m-
dimensionalen Vektoren als Linearkombinationen von m l.u. Vektoren uy, ..., bu,,
darstellen lassen. Man nennt {uy,...,u,,} dann eine Basis. Formal gesehen be-
steht die Aufgabe der Faktorenanalyse also darin, eine solche Basis zu finden. Die
Basis ist nicht eindeutig bestimmt, es gibt beliebig viele Basen, so dass zusétzli-
che Kriterien formuliert werden miissen, die auf die Wahl einer bestimmten Basis
fithren.

Zunéchst ist festzuhalten, dass im Allgemeinen die Anzahl p der gemessenen
Variablen kleiner als die Anzahl m der Messungen pro Variable ist (die Anzahl m
der Probanden ist grofler als die Anzahl p der Items). Dies impliziert algebraisch,
dass alle p Vektoren x; in einem p-dimensionalen Teilraum des m-dimensionalen
Raumes liegen miissen, — und man hofft, dass sie in einem r—dimensionglen Teil-

raum (r < p) liegen. Demnach miissen r lu. Vektoren uy,...,u, (F; = u;)
gefunden werden. Sie bilden eine Teilbasis des m-dimensionalen Raums.

Einen wichtigen Spezialfall erhélt man, wenn man nicht nur die lineare Unab-
héingigkeit, sondern die Orthogonalitit der Basisvektoren fordert. Das Skalarpro-
dukt zweier orthogonaler Vektoren u und v ist gleich Null, u’v = 0%°. Orthogonale
Vektoren sind stets l.u., aber l.u. Vektoren sind nicht notwendig auch orthogonal.
Fordert man, dass die F, , paarweise orthogonal sind, fasst man sie in einer Matrix
F zusammen und die Koeffizienten in einer Matrix A, so kann man insbesondere

X=FA (4.9.6)

60 Allgemein gilt fiir das Skalarprodukt u'v = ||ul|||v|| cos #, wobei ||u|| und ||v|| die Lingen der
Vektoren u bzw. v sind und 6 der Winkel zwischen ihnen ist. u’v = 0 bedeutet dann cosf = 0,
und dies ist der Fall, wenn 6 = 7 /s oder 90° ist, wenn die Vektoren also senkrecht aufeinander
stehen.
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schreiben, d.h. alle Spaltenvektoren der Matrix X sind Linearkombinationen der
orthogonalen Spaltenvektoren in F'; wobei F eine (m, r)-Matrix und A eine (p, r)-
Matrix ist. Man hat dann X'X = AF'FA’ = AANA’, wobei A wegen der postu-
lierten Orthogonalitidt der Spalten von F' eine Diagonalmatrix sein mufl. Damit
hat man aber schon eine Losung fiir die unbekannten Koeffizienten (Ladungen)
A: A enthilt die (orthogonalen) Eigenvektoren von X’X, und A die zugehérigen
Eigenwerte. Normiert man die Spaltenvektoren von A auf die Lénge 1, erhilt
man sofort XA = F und damit eine Losung fiir F'. Diese Losungen fiir A und
F sind eindeutig bis auf eine Rotation, die nach Belieben gewéhlt werden kann.
Rechnerisch werden stets p Eigenvektoren und FEigenwerte bestimmt, der Wert
von r wird u.a. durch Inspektion bestimmt (wenn man von Kriterien wie dem
Scree-Test oder dem Kaiser-Kriterium einmal absieht). Die verbleibenden p — r
Eigenvektoren reprisentieren dann den ”Fehler”.

Will man keine orthognalen Faktoren, so enthilt F'F' die "Korrelationen” zwi-
schen den ”obliquen” Faktoren. Auf die Art der Schétzung solcher Faktoren kann
hier nicht eingegangen werden. Da die Anzahl r der als "bedeutsam” eingestuften
Faktoren unabhéngig von der Wahl orthogonaler oder obliquer Faktoren ist und
man stets von einer Basis zu einer anderen iibergehen kann, kann man etwa mit
einer orthogonalen Basis (den Eigenvektoren von X’'X oder Z'Z) ausgehen und
dann die Eigenvektoren nach irgendwelchen Kriterien rotieren.

Eine Verteilungsannahme mufite bisher nicht gemacht werden. Die Berech-
nung von Kigenvektoren setzt auch kein spezielles Schitzverfahren oder eine An-
nahme iiber die Verteilung der x; voraus. Andererseits kann man die Annahme,
dass die Daten multivariat normalverteilt sind machen. Dies ermoglicht es, die
Faktorenladungen und Faktorenscores als Maximum-Likelihood-Schétzungen zu
gewinnen. Im Falle dichotomer Variablen fithrt der Ansatz, die Faktoren iiber die
Bestimmung der Eigenvektoren der Matrix der Korrelationen zu bestimmen, i.
A. zu Verschitzungen einmal des Wertes von 7, und zum anderen der Ladungen.
Einen Ausweg erhélt man, wenn man die Annahme der multivariaten Normal-
vereteilung macht, wie weiter unten ausgefithrt wird.

4.9.3 Dichotome Variable I

Eine unmittelbare Anwendung der Faktorenanalyse auf dichtotome Daten ergibt
sich, wenn man von den Korrelationen zwischen den Items ausgeht. Es gibt zwei
Moglichkeiten: man geht vom ¢-Koeffizienten oder vom tetrachorischen Koeffizi-
enten aus. Die damit verbundenen Probleme werden im Folgenden vorgestellt.

Der ¢-Koeffizient: Es seien X und Y dichotome Variable, d.h. es gelte X =
{0,1} und Y = {0,1}. Es werden N Messungen gemacht, d.h es wird bei N
Probanden der Wert sowohl von X als auch von Y bestimmt. Gesucht ist die
Korrelation zwischen X und Y. Das Ergebnis der Messungen kann in einer Vier-
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feldertafel zusammengefasst werden:

Y
X[ 1 ] o0 )

1 a b a+b (4.9.7)
0 C d c+d

(S ]a4+c|[b+d] N |

Fiir die folgenden Betrachtungen ist es niitzlich, relative Haufigkeiten zu betrach-
ten. Man hat dann

Y
X 1 \ 0 )
1 a/N b/N (a+b)/N = p, (4.9.8)
0 ¢/N d/N (c+d)/N = g,
(S (a+¢)/N=p, | (b+d)/N=gq,]| 1 |

wobei natiirlich ¢, = 1 — ps, ¢y = 1 — p,. Wendet man die gewohnliche Formel
fiir den Produkt-Moment-Korrelationskoeffizienten auf die Daten in (4.9.7) an,
so ergibt sich nach einigen Vereinfachungen der Ausdruck

ad — be

Py = ¢ = . 4.9.9
Y Va+0)(c+d)(a+c)b+d) (4.99)
Fiir die relativen Haufigkeiten findet man
d —bc)/N?
b= Lad = be) /N7 (4.9.10)

V/PxPydzqy
Natiirlich sind die Ausdriicke (4.9.9) und (4.9.10) fiir ¢ numerisch identisch.

Der Produkt-Moment-Korrelationskoeffizient r,,, fiir Messwerte liegt bekannt-
lich zwischen den Grenzen -1 und +1, d.h. —1 < r,, < 1. Fiir ¢ ist dies allerdings
nur unter bestimmten Randbedingungen der Fall: allgemein gilt —1 < ¢pin <
¢ < ¢rnax <1

Satz 4.9.1 Fiir gegebene Randverteilungen p, und p, gilt

Gmin = mMax <_\/pzpy , _\/Qny) < ¢ < min ( Ma py‘]x) = @max
qzqy DPzPy V QzDy \ DPzly

(4.9.11)
und
Pmax =1 <= pz=py (4.9.12)
Gmin =—1 = p,=1-p, (4.9.13)
-1<¢<1 <= p;=py=.5. (4.9.14)
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Beweis: Die Félle b =c¢ =0 (¢max = 1) und a = d = 0 (¢min = —1) werden am
Ende des Beweises betrachtet.

Es werde zuerst ¢pax bestimmt. Aus (4.9.10) folgt, dass fiir gegebene Randver-
teilungen p, und p, ¢ dann maximal wird, wenn bc = 0 ist. Es werden zunéchst
die Falle b= 0, ¢ > 0 und b > 0, ¢ = 0 betrachtet. Es wird zuerst ¢,.x bestimmt.
Der Fall b = 0, ¢ > 0: Aus der Tabelle 4.9.8 liest man ab, dass nun a¢ = p, und
d = gy gilt, so dass

Pzq Pzq
Pb=0,c50 = = = /=2 (4.9.15)
\/pxpy px 1 - py) qzPy

Der Fall b > 0, ¢ = 0: aus der Tabelle 4.9.8) ergeben sich a = p, und d = ¢y, so

dass
Pyq DPyq
Pb>0,c=0 = = = \/W : (4.9.16)
\/pfﬂpy(l _px)(l - py) Pzqy

®b=0,c>0 und @y~ —o sind mogliche Ausdriicke fiir ¢. Inspektion dieser Ausdriicke
zeigt, dass Pp—0,c>0 = 1/Pp>0,c=0- ¢ kann keinen Wert groBer als 1 annehmen. Gilt
also ¢p>0,c=0 < 1, so folgt ¢p—p >0 > 1, und umgekehrt. Also folgt

Gmax = MIN(Pp=0 ¢>0, Pb>0,c=0)- (4.9.17)

Nun werde ¢pin bestimmt. ¢ wird minimal, wenn ad = 0 gilt. Fiir a =d =0
folgt sofort ¢ = —1, wie man sich wieder anhnd von (4.9.9) klarmacht.

Der Fall a = 0, d > 0: Aus der Tabelle 4.9.8 ergibt sich b = p, und ¢ = p, und

Pap Pzp
Pa=0,d>0 = — = =— [ (4.9.18)
\/pzpy(l — pz)(1 = py) qzQy
Der Fall a > 0, d = 0:, Tabelle 4.9.8 liefert b = ¢y, ¢ = g5, so dass

dzq qz9
Pa>0,d=0 = — = =— /L (4.9.19)
\/pxpy px 1 - py) PPy

Wieder gilt ¢q—0,a>0 = 1/¢a>0,d=0, Und ¢g>0,4—0 < 1 impliziert ¢pq—o a0 > 1,
und umgekehrt. Daraus folgt

¢min = HlaX(¢a:07 d>0; ¢a>0, d:O)- (4920)

Damit sind die untere und die obere Grenze fiir ¢ bestimmt.

Nun sei ¢pax = 1. Es gilt

b = min < [Pady /%)
X — ) bl
qzDy DPxqy
gbmax = % = 1a
V' 42Dy
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WOraus pPzqy = qxPy, d.h. px(l _py) = (1 _px)py folgt, d.h. p, —PxPy = Py — PxzPy,
also p; = py. Sei umgekehrt p, = p,. Dann folgt aus p,qy = ¢.p,

pat(l _p:c) = (1 _p:c>pm = Pmax = 1.

Der Fall ¢pmax = \/Pyqa/pxqy impliziert die gleichen Folgerungen.

FUr ¢min = —\/P2Py/q2qy (5. (4.9.18)) hat man ¢min = —1 wenn pyp, = ¢2qy,
d.h.

papy = (1 = pa)(1 —py) =1 =pz — py + Paby,
woraus 1 —p, —p, =0, d.h. 1 = p, +p, folgt (s. (4.9.13)). Der Fall ¢.qy/pzpy, =1
fiuhrt auf (1 —pz)(1 —py) = 1 —pz — Py +Papy = Papy, also wieder auf 1 = p, +p,.
Nun gelte 1 = p, + py; dann gilt

PxPy _ pm(l_px) :px(l_pm) -1

qzqy (1 —pz)(1 —py) (1 — pa)ps

so dass ¢min = —1. Die Schluifolgerung fiir ¢min = —1/qxqy/Papy ist analog.

¢$max = 1 und @iy = —1 fithren also zusammen auf p, = p, und p, +p, = 1,
woraus py = py = .5, also (4.9.14) folgt. O

Sind also die Bedingungen (4.9.14), also p, = p, = .5, nicht erfiillt, ist der Be-
reich moglicher ¢-Werte auf ein Teilintervall von [—1, 1] eingeschrinkt, d.h. es ist
unabhiingig vom tatséchlichen Zusammenhang zwischen den Variablen |¢] < 1.
Die Faktorenanalyse wird dann im Allgemeinen mehr laténte Dimensionen anzei-
gen, als es tatséchlich gibt. Da p, und p, die Schwierigkeiten des X- bzw-Y-Items
sind, reflektieren die iiberzdhligen Faktoren nur die unterschiedlichen Schwierig-
keiten der Items; man spricht von Schwierigkeitsfaktoren, die eben nicht qualitativ
verschiedene latente Dimensionen darstellen. Die Beziehung (4.9.14) besagt, dass
alle dichotomen Items eines Tests die Schwierigkeit .5 haben sollten, um Schg-
wierigkeitsfaktoren zu vermeiden. Diese Forderung ist in aller Strenge schwer zu
erfiilllen. McDonald & Ahlawat (1974) haben allerdings nachgewiesen, dass das
Problem der Schwierigkeitsfaktoren nicht iiberbewertet werden sollte: sind die
Unterschiede zwischen den Schwierigkeiten (und damit den Randverteilungen)
nicht allzu drastisch und sind die Regressionen zwischen den Items linear, so sind
keine Schwierigkeitsfaktoren zu erwarten!

Der tetrachorische Koeffizient: Gegeben seien die zufélligen Verdnderlichen
X1 und X, die bivariat normalverteilt seien, d.h. die gemeinsame Dichtefunktion
sei durch

1 1 T — M1)2
f(x1,22) Iro109y/1 — o2 [ 2(1 - p?) (( o1
2
N (m m) ~ 2p(z1 — ) (22 W)]. (4.9.21)
o9 0109
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Dabei sind g1 und pp die Erwartungswerte von X; bzw. X, und o? und o3
sind die Varianzen von X; und Xs. p ist die Korrelation zwischen den beiden
Variablen.

Nun werde angenommen, dass X; und X, nicht direkt beobachtet werden
konnen, sondern nur Dichotomisierungen: es seien

0, Xi<m 0, Xo<v
Y] = Y, = 4.9.22
1 { 1, X1 > Y1 ’ 2 { 1, X9 > Y2 ( ) )

Weiter sei
O P(Y1 = 1) = P(X1 > ’)/1) :/ / f(.%’l,l‘Q)dl‘d:EQ (4.9.23)
1 J—o0
Ty = P(YQ = 1) = P(X2 > ")/2) = / f(aﬁl,xg)dl'ldajg. (4.9.24)
—o00 J g

Weiter kann man die Wahrscheinlichkeit bestimmen, mit der sowohl X; > ~; als
auch Xy > ~, gilt; diese ist durch

0o oo
T = P(X1 >y N Xo > ’72) = / / f(xl,.l‘g)d.l‘lde (4.9.25)
M Sy
gegeben.
Y1 Y2
T = P(X1 <y NX, < ’yg) = / / f(xl,a:g)da:ldxg (4.9.26)
oo Joo

Die Vierfeldertafel illustriert diese Wahrscheinlichkeiten:

X2 > 79 X9 <7 by
X1>m T2 T — T2 | M
_ _ 4.9.27
X1 <7 |1—m — 72 T2 1-—m ( )
by 9 1—my 1

Die Wahrscheinlichkeiten 71, mo, w12 und 712 konnen als Anteile aus den Daten
geschétzt werden. Daraus ergibt sich die Schétzung 7o fiir p aus den obigen
Gleichungen. Natiirlich konnen die Gleichungen fiir die m-Werte nicht nach p und
den anderen Parametern aufgeltst werden; die Schétzungen miissen numerisch
bestimmt werden. Die Schéitzung r19 ist der tetrachorische Korrelationskoeffizient.

Die Problematik des tetrachorischen Korrelationskoeffizienten besteht in der
Annahme der bivariaten Normalverteilung. Gilt diese Annahme nicht, erhélt man
verzerrte Korrelationskoeffizienten. Gilt diese Annahme, so kann es natiirlich sein,
dass verschiedene Gruppen von Personen sich durch die Erwartungswerte p; und
w2 unterscheiden. Der Korrelationskoeffizient p ist aber nicht von diesen beiden
Parametern abhéngig, so dass die Schétzungen 7., fiir p invariant gegeniiber
Verdnderungen der Erwartungswerte sein sollten. Carroll (1961) hat gezeigt, dass
die Normalverteilung die einzige Verteilung ist, die diese Invarianz zuléft.
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4.9.4 Dichotome Variable I1

Im Falle dichotomer Items nehmen die Komponenten von x;, j = 1,...,p nur
die Werte 1 oder 0 an; beantwortet eine Person das j-te Item "positiv” (16st sie
die Aufgabe oder gibt sie das Vorhandensein eines Merkmals an, oder findet man
das Merkmal bei der Person), so wird z;; = 1 gesetzt, sonst x;; = 0. Der folgende
Ansatz wurde zuerst von Christofferson (1975) vorgeschlagen.

Man kann die Messungen x;; mit den Werten einer entsprechenden latenten
Variablen £ in Verbindung bringen: Ist, fiir die i-te Person, & > 7;, so 16st die
Person die Aufgabe bzw. beantwortet sie positiv, und fiir & < 7; 16st sie die j-te
Aufgabe nicht bzw. beantwortet sie negativ. 7; ist ein Schwellenparameter, der
fiir das j-te Item charakteristisch ist.

In Gleichung (4.9.6) wurden die (Mess-)Werte in X iiber die Beziehung X =
F A’ zu latenten Variablen in F' mit den Ladungen A in Beziehung gesetzt. Ins-
besondere hat man fiir die j-te Variable X; die Gleichung

X = Faj,

wobei a; die j-te Spalte von A’, d.h. die j-te Zeile von A ist. Ist

§1j
£ = é“?j
gmj

der j-te Vektor fiir die latenten Variablen mit &;; der Wert der i-ten Person fiir
diese Variable, so kann man analog zu (4.9.6)

£ —Faj+e, t=FA4e (4.9.28)

schreiben, wobei jetzt £ die aus den Spaltenvektoren 5_; zusammengesetzte Matrix
ist, und die Zeilen von A durch die a; gegeben sind. Fasst man (&1,...,&p) als
zufilligen Vektor auf (die &;; sind dann Realisationen der Komponente ;) und
nimmt man an, dass er multivariat normalverteilt sei, so dass

1 1 _
f&) = S exp(—5e'37e) (4.9.29)
so ist X durch
Y =¢E=ANA + T (4.9.30)

gegeben. F'F = F'F ist die Matrix der Korrelationen zwischen den Faktoren,
falls der oblique Fall zugelassen wird. Im Falle orthogonaler Faktoren ist A eine
Diagonalmatrix. Da die beobachteten Messungen nur die Werte 0 oder 1 anneh-
men kann, folgt, dass die Diagonalwerte von X nicht identifizierbar sind. Man
setzt dann die Diagonalelemente gleich 1 und erhélt dann

U = [ — diag(AAA"). (4.9.31)
253



Um das Modell an die Daten anzupassen, miissen (i), der Vektor 7 = (71, ...,7,)’
der Schwellen sowie (ii) die Matrizen A und F' aus den Daten geschétzt werden.
Um die Maximum-Likelihood-Methode anwenden zu kénnen, mufl zunéchst ein
Ausdruck fiir die Wahrscheinlichkeit der Daten gefunden werden; fiir den Zufalls-
vektor x = (x1,...,x,) findet man

gx1, .-, %) :/:O /:o/_oo F(x)dx (4.9.32)

Ist hierin 7; die untere Grenze eines Integrals, so bedeutet dies, dass die latente
Variable einen Wert grofler als 7; hat, demenstprechend z;; = 1 ist. Ist 7; die obe-
re Grenze des Integrals. Dies ist der Ausdruck fiir eine Person; die entsprechenden
Ausdriicke fiir alle Personen miissen dann ebenfalls miteinander multipliziert wer-
den. Es ist klar, dass die Minimalisierung der Gesamt-Likelihood eine formidable
Aufgabe ist, zumal die Mehrfachintegrale in (4.9.32) implizieren einen hohen Re-
chenaufwand. Christoffersons Ansatz wurde von Muthén (1978) aufgenommen,
der eine verbesserte Schitzung vorschlug; auf die Details kann hier nicht einge-
gangen werden.

4.9.5 Faktorenanalyse und Item-Response-Theorie

In diesem Abschnitt wird ein von Takane und De Leeuw (1987) gelieferter Beweis
der Aquivalenz des faktorenanalytischen Ansatzes von Christofferson (1975) und
dem IRT-Modell prasentiert.

Es sei & = (Z1,...,%p) ein Zufallsvektor fir Antwortmuster fiir p dichotome
Items; fiir eine gegebene Person ist Z eine Folge von Nullen und Einsen. Z; = 1,
wenn das j-te Item gelost oder "positiv”’ beantwortet wurde, und Z; = 0 sonst.
Weiter sei @ = (1,...,%y,)" ein m-dimensionaler Vektor (m < p die Anzahl
der PRobanden in einer Stichprobe), dessen Komponenten die Fahigkeiten der
Probanden abbilden. @ ist nicht direkt beobachtbar und insofern latent und sei
in der Population multivariat normalverteilt (¢ ~ N(0,I)). Es sei P(Z = x|u)
die bedingte Wahrscheinlichkeit, das spezielle Antwortmuster x uz beobachten,
wenn der Vektor der Fahigkeiten 4 ist. Die unbedingte Wahrscheinlichkeit fiir x
ist dann

P(z=x)= /UP(j = x|u)g(u)du, (4.9.33)

g(u) die Dichte fiir u. Akzeptiert man die Annahme der lokalen Unabhéngigkeit,
so hat man

Pz =x[u) = H(pi(u))””(l —pi)'7", @ €(0,1) (4.9.34)
i=1
mit nth
pi(u) = / $(2)dz = ®(a'u+b). (4.9.35)

254



¢ ist die Dichte der Standardnormalverteilung, ® ist die dazu korrespondierende
Verteilungsfunktion.

In Christoffersons (1975) Modell ist

Pz =x)= /Rh(y)dy (4.9.36)
mit
j=Ci+e. (4.9.37)

C' ist die Matrix der Faktorladungen und @ ist der Vektor der Faktorscores (= der
Vektor der Fihigkeiten). Es wird angenommen, dass @ ~ N (0, @?), wobei Q? eine
Diagonalmatrix ist (was der Annahme der lokalen Unabhéngigkeit entspricht).
und € sollen unabhéngig voneinander sein. Dann hat man

j~N(©0,CC"+Q%), jlu~N(Cu,@?), (4.9.38)

(g|u ist die bedingte Verteilung von g, gegeben u). Die § werden dichotomisiert:

- L s>
;= { 0 G <7 (4.9.39)

wobei die 7; wieder Schwellenparameter sind.

Die Ausdriicke (4.9.33) und (4.9.36) sind &quivalent. Dazu zeigt man zuerst,
dass (4.9.36) den Ausdruck (4.9.33) impliziert:

Pla=x = [ vy

= [ ([ st ay
_ /R g(u) ( /R f(gyu)dy) du. (4.9.40)

Die Beziehung (4.9.34) impliziert dann
P
fway = 11 [ sl
o8] Ti 00 1—xz;
= (/) ftwtwan) (1= [~ stwhoan) - (oan

mit - ,
cu—rT; )
T 4i
Dieser Ausdruck entspricht (4.9.35) mit
a; = ci/qi, bi = —Ti/qi. (4.9.43)
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Die Implikation (4.9.36) = (4.9.33) zeigt man, indem man die eben gegebene
Herleitung umgekehrt laufen 1:83t.

Die Varianz der g; kann wegen der dichotomen Daten nicht geschétzt wer-
den, so dass den g¢; ein beliebiger Wert zugeordnet werden kann. Die Modelle
(4.9.36) und (4.9.33) haben dann die gleiche Anzahl freier und damit zu schétzen-
der Parameter. Damit ist die Aquivalenz nachgewiesen. Das faktorenanalytische
Modell und das IRT-Modell sind demnach nur zwei verschiedene FOrmulierun-
gen ein und desselben Modells. Ein Unterschied in den Schitzungen entsteht
allenfalls dadurch, dass beim IRT-Modell die Maximum-Likelihood-Methode an-
gewendet wird, wahrend beim faktorenanalytischen Modell die Verallgemeinerte
KQ-Methode beniitzt wird.

4.9.6 Nichtlineare Modelle

Zunichst sei daran erinnert, dass der Ansatz (4.9.1) im Kern ein multipler Re-
gressionsansatz ist, allerdings ein spezieller. Nimmt man an, dass x; durch » < p
latente Variablen bestimmt wird, so kann allgemein X; = f;(F1,..., F,) gelten,
wobei f; irgendeine Funktion ist. f; ist nicht bekannt. Aber unter sehr allgemei-
nen Bedingungen kann eine unbekannte Funktion durch ein geeignet gewé&hltes
Polynom approximiert werden%!. Die einfachste Approximation ist dann (4.9.1).
Dariiber hinaus kann man Terme hinzufiigen, die durch Potenzen der Fj sowie
durch Produkte FjFjs etc definiert sind. Die Kunst ist dann, die zugehorigen
Koeffizienten zu schéitzen.

Wie Busemeyer und Jones (1983) ausfiihren, sind viele psychologische Ge-
setzméBigkeiten durch Produkte von Variablen definiert. So ist etwa die Arbeits-
motivation dem Modell von Vroom (1964) durch das Produkt von Erwartung
und Valenz (expectency x valence) definiert, und die Performanz einer Person
durch das Produkt von Féhigkeit und Motivation (ability x motivation). Sofern
das Modell korrekt ist, sollten Tests etwa der Motivation oder der Performanz
die korrespondierenden Produkte von entsprechenden latenten Variablen erfassen.
Die Autoren zeigen dann allerdings, dass es auflerordentlich schwierig ist, Modelle
dieser Art iiber hierarchische Regressionsmodelle zu testen: sind die Pradiktorva-
riablen nicht Messfehlerfrei, so werden interaktive Trends unterschétzt, und die
Reliabilitét von Produkttermen ist eine Funktion des Produktes der Einzelrelia-
bilitdten, — da diese Zahlen kleiner als 1 sind, ist die Gesmatrealiabilitdt kleiner
als die Einzelreliabilitidten. Hinzu kommen Probleme, die sich aus den Skalenni-
veaus ergeben: Produktterme koénnen u. U. durch geeignete Transformationen in
additive Terme transformiert werden.

Kenny und Judd (1984) haben aber gezeigt, dass es u. U. moglich ist, tat-
séchlich ist, Modelle mit nichtlinear wirkenden latenten Variablen zu schétzen.

61'Weierstrascher Approximationssatz
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Sie illustrieren ihren Ansatz zweier Gleichungen:

y = ar+aw’+u (4.9.44)
y = biz+bz+bzzz+v (4.9.45)

Hierin z und z Variable, die auf y wirken, und aj, as sowie by, b und bz sind
Regressionskoeffizienten, v und v sind Residuen ("Fehler”). zz repréisentiert eine
interaktive Wirkung von x und z auf y. Die Frage ist nun, wie diese Koeffizienten
geschitzt werden konnen, wenn z und z nicht direkt gemessen werden koénnen
und als latente Variable in die Grofe y eingehen. Es wird angenommen, dass alle
Variablen Abweichungen vom jeweiligen Mittelwert représentieren.

Zuerst wird die Schitzung der Parameter fiir den Fall der Gleichung (?7)
illustriert. Dazu definieren Kenny & Judd zwei "Indikatoren” x1 und xz fiir die
latente Variable x:

] = xT4u (4.9.46)
Ty = cr+up (4.9.47)

wobei ¢ wieder ein Parameter ist. Dann wird angenommen, dass die Residuen u,
ug und u und die latente Variable x alle unabhéngig voneinander sind. Um den
Effekt von z? schitzen zu konnen, miissen entsprechende Indikatoren bestimmt
werden. Dazu bieten sich die Gréfen 27, 23 und 2172 an. Aus (4.9.46) und (4.9.47)
erhalt man

23 = 2? +ud 22y (4.9.48)
23 = A’ 4 ud + 2czuy (4.9.49)
Tize = cx’+ crug + zus + ugug (4.9.50)

Man kann nun die zu schéitzenden Parameter (= Ladungen) in einer Tabelle
zusammenfassen Offenbar mufl nur ein einzelner Paramter, ¢, geschitzt werden.

Tabelle 14: Ladungen fiir das nichtlineare Faktorenmodell

Variable z 22 w; us u% u% TU] TU  ULUQ
T 1 0 1 0 0 O 0 0 0
To c 0 O 1 0 O 0 0 0
z? o1 0 0 1 0 2 0 0
3 0 2 0 0 0 1 0 2 0
T1x9 0 ¢ 0 0 0 0 c 1 1

Die Gesamtheit der latenten Variablen ist x, 22, uy, ug, u?, u3, ruy, rus, uyuz. Die
Struktur der Kovarianzmatrix fiir diese Variablen héngt allerdings von Annahmen
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iiber deren Verteilung ab. Unter der Annahme, dass z, u; und us normalverteilt
sind, ergeben sich die folgenden Beziehungen

2 _ 4 2 _ 4
02y = 20y, Oz = 207,

2 __ o 4 2 T _ 2.2
ng = 20,,, Ouy, = 0204,
27 _ 2 2 _

Uzuz - UxUUQ’ Uuluz - UU10u2

Die Kovarianzen erweisen alle als gleich Null, und die Varianzen sind Funktioen
von o2, 02 und o2,. Aus der Annahme der Normalverteilung fiir z, u; und
ug folgt allerdings nicht, dass auch 22 normalverteilt ist, so dass ein Maximum-
Likelihood-Ansatz auf der Basis einer multivariaten Normalverteilung nicht zur
Schitzung der Parameter herangezogen werden kann. Einem Vorschlag von Mc-
Donald (1978) folgend verwenden die Autoren eine Verallgemeinerte Kleinste-
Quadrate-Schétzung mit der Inversen der Stichprobenkovarianzmatrix als Ge-

wichtsmatrix (die Verallgemeinerte KQ-Schétzung wird im Anhang vorgestellt).

In analoger Weise konnen Interaktionen zwischen latenten Variablen disku-
tiert werden. Dazu werden wieder Indikatoren fiir die Interaktionen definiert und
dann wird die dazu korrespondierende Ladungsmatrix hergeleitet. Die Matrix fiir
die Kovarianzen zwischen den latenten Variablen wird unter der Annahme der
multivariaten Normalverteilung hergeleitet. Fiir den Ansatz (4.9.45) ergeben sich

T = TH+w (4.9.51)
To = dix+ ug (4.9.52)
r3s = z+ug (4.9.53)
Ta = doz+us (4.9.54)

Daraus ergeben sich die Indikatoren fiir das Produkt zz:

T121 = T2+ TU3 + 2ul + ujus (4.9.55)
T129 = doxz + xus + dozul + uiug (4.9.56)
Toz1 = dizz + dizus + zus + usus (4.9.57)
Tozo = didoxz + dixuyg + dozus + usuy (4.9.58)

Damit hat man insgesamt 15 latente Variable: z, z, xz, zus, xuq, 2u1, zug, ui,
U9, U3, Uq, UTU3, U1U4, U2U3, Usty. Wird angenommen, dass x, z, ui, ug, us,
ug und v Abweichungen vom jeweiligen Mittelwert représentieren, multivariat
normalverteilt sind und paarweise unkorreliert sind mit der Ausnahme von z und
z, so sind die Diagonalelemente der Kovarianzmatrix der latenten Variablen durch

2 _ 2 2 2 2 _ 2 2 2 _ 2 2
sz - Gxgz + Uz,z Uul,uz - Julaug? Uul,U4 - Uu10u4
2 _ 2 _ _
UU%U3 = au2gu3, Topus = ngam, Oy = 0520, (4.9.59)
Oou; — 9204 Ozuy = 0;0usy,

Hier ist 0925,2 die Kovarianz fiir # und z. Unter diesen Randbedingungen kénnen
die Parameter fiir das nichtlineare Modell iiber die Verallgemeinerte KQ-Methode
gefunden werden. Der Fit des Modells ist bemerkenswert gut.
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Tabelle 15: Ladungen fiir das nichtlineare Faktorenmodell

Variable x z Tz Ui u9 us Ug ULU3 Uijg  U2U3 uUq4 U3 TUY ZU1 ZU9
1 1 0 0 1 0 0 O 0 0 0 0 0 0 0 0
T2 d 0 0 0o 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
21 0 1 0 0O 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
22 0 do 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
T121 0 0 1 0O 0 0 O 1 0 0 0 1 0 1 0
T122 0 0 da 0 0 0 O 0 1 0 0 0 1 da 0
T221 0 O dy 0 0 0 O 0 0 1 0 dy 0 0 1
L9229 0 0 d1 d2 0 0 0 0 0 0 0 1 0 d1 0 d2

Muthén (2002) liefert eine Ubersicht iiber nichtlineare Faktormodelle; in Muthén

und Muthén (1998 — 2001) findet man einen user’s guide fiir das Programm
MPlus, mit dem verschiedene Modelle auf Daten angewendet werden kénnen.

4.9.7 Latent-Class-Modelle

FEine hiufige Fragestellung in der Diagnostik ist die Zuordnung von Probanden
oder Patienten zu bestimmten Klassen. Die Klassen kénnen Krankheiten oder
Untergruppen von Krankheiten sein, oder Berufsgruppen, fiir die ein Proband
besonders geeignet ist, oder Kulturen bzw. Zeitabschnitten, denen ein Arch#o-
loge seine Funde zuordnen mochte. Gegeben sind allgemein Symptome, und das
Auftreten bestimmter Gruppen von Symptomen legt eine bestimmte Zuordnung
nahe. Das diagnostische Ziel ist demnach eine Klassifikation, — wobei aber zumin-
dest am Anfang noch nicht klar ist, ob solche Klassen iiberhaupt existieren. Bei
einer Diskriminanzanalyse sind im Allgemeinen bereits bestimmte Klassen vor-
gegeben und man sucht nach einer Gewichtung der Symptome, die eine optimale
Zuordnung zu den betrachteten Klassen erlauben. Dabei werden aber kontinuier-
liche Auspriagungen der Symptome vorausgesetzt. Will man anhand von dichoto-
men oder ordinalen Indikatoren klassifizieren und soll u. U. erst herausgefunden
werden, ob Klassen existieren, mufl nach anderen Verfahren gesucht werden.

Das LC-Modell fiir dichotome Variable wurde von Lazarsfeld und Henry
(1968) eingefiithrt und dann von Goodman (1974) fiir den Fall nominaler Va-
riablen verallgemeinert; weitere Literaturangaben findet man in Magidson und
Vermunt (2003), die insbesondere den explikatorischen Fall diskutieren. Die fol-
genden Betrachtungen sind an dieser Arbeit orientiert.

In einer explorativen LC-Analyse wird zunéchst ein Einklassenmodell, dann
ein Zweiklassenmodell etc an die Daten angepasst. Solche Modelle heiflen auch LC
Cluster Modelle. Van der Ark und Van der Heijden (1998) und Van der Heijden,
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Gilula und Van der Ark (1999) haben gezeigt, dass eine LC Analyse dazu benutzt
werden kann, die Anzahl der latenten Variablen zu bestimmen, die einer Menge
von nominalen Variablen unterliegen. Dariiber hinaus gibt es Beziehungen zur
Korrespondenzanalyse und zur Faktorenanalyse.

Man kann zwischen LC Cluster Modellen und LC Faktormodellen unterschei-
den. Beide Modelle kénnen im Rahmen der log-linearen Modelle beschrieben wer-
den.

LC Cluster Modelle Zur Illustration werden vier nominale Variane A, B, C
und D betrachtet, dazu eine latente Variable X mit 7" Kategorien. Das log-lineare
Modell ist dann

log Fijue = A+ A7 + A+ A2+ 0 + AP + M + A5+ A0F + A7 (4.9.60)

1,4, k,l bezeichnen Stufen von A, B, C und D, und t die Stufen der latenten
Variablen, t = 1,...,T. (4.9.60) hat die Form eines log-linearen Modells fiir eine
5-dimensionale Haufigkeitstabelle mit den Héufigkeiten Fjjr;. Es gibt Terme, die
"Haupteffekte” (i) mit der latenten Variablen = représentieren und mit den vier
"Symptomen” A bis D. Dartiber hinaus gibt es "Interaktionseffekte” zwischen z
und den Symptomen. Die Terme AY, )\;4, ey )\lD werden mit in die Betrachtung
einbezogen, um keine Vorannahmen iiber die Randverteilungen machen zu miis-
sen. Es wird angenommen, dass die Reaktionen auf A,..., D gegeben die t-te
Stufe von = entspricht der Annahme der lokalen Unabhéngigkeit, die es ermog-
licht, Interaktionsterme zwischen den A, ..., D zu vernachldssigen. Fiir den Fall
nur einer Klasse (T' = 1) reduziert sich das Modell auf

log Fijue = A+ A + A2+ 00 + AP (4.9.61)

Es gibt hier keine Wecheselwirkungen, — dieser Fall représentiert die Nullhypo-
these Hy. Hy ist das Modell, gegen das andere Modelle, in denen Interaktionen
angenommen werden, getestet werden. Es hat

Npagram(Ho) =TI —-1)+(J—-1)+ (K —-1)+ (L —-1) (4.9.62)
freie, also zu schétzende Parameter. Fiir das Modell (4.9.60) hat man

Nparam(T) = (T' = 1) + Nparam (Ho) x (14 (T = 1)) = (T' = 1) + Nparam(Ho) x T,
(4.9.63)
und die Anzahl der Freiheitsgrade fiir den Test zur Modellanpassung ist

DFp =IJKL — Npgram(T) =1 = IJKL — (1 4+ Nygram(Ho)) x T (4.9.64)

Man beginnt mit dem Grundmodell (7" = 1), und jedesmal, wenn die Anzahl
der latenten Variablen um 1 erhdht wird, erhoht sich die Anzahl verschiedener
Parameter um 1 + Npgram (Hp) und die Anzahl der Freiheitsgrade reduziert sich
um diese Zahl.
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Das Latent Class Faktorenmodell Es sei X eine latente Variable mit vier
Kategorien, X = {1,2,3,4}. Sie konnte erkléirt werden durch Bezug auf auf zwei
dichotome latente Variablen V' = {1,2}, W = {1, 2}, indem man

W=1 W=2
V=1|X=1 X=2 (4.9.65)
V=2|X=3 X=4

Das LC Cluster-Modell der Gleichung (4.9.60) mit 7" = 4 Klassen kann nun als
unbeschréinktes LC Faktorenmodell mit zwei dichotomen Variablen V' und W
angeschrieben werden:

log Fijuirs = A+AY + A+ AV A+ AZ 400 + 0P + A8 + A5
= A A A A AT AR
FNGVW L \DYW (4.9.66)

Der Term A! in (4.9.60) taucht hier nicht mehr auf, — statt dessen kann
Mar—tyrs = A+ A+ ALY
geschrieben werden. Die 2-Variablenterme, die X enthalten, kénnen in der Form

A A A
Ai2(r—1)+s = MY A+ Y

und

BW BW BVW
Aja(r—1)+s = Njs T AjsT T+ Ajrs

ausgedriickt werden, und so fort. Man hat hier eine Reparametrisierung des ur-
spriinglichen Modells, bei dem aber die Anzahl der freien Parameter nicht redu-
ziert wird.

Man kann nun ein Basis-R-Faktorenmodell definieren: darin werden R paar-
weise unabhéngige, dichotome latente Variablen angenommen, bei dem die Fak-
torladungen entsprechenden Parameter die Assoziation der latenten Variablen
mit den gemessenen “Indikator’variablen®?. Beim Basis- R-Faktorenmodell wer-
den bestimmte Restriktionen fiir die latenten Variablen spezifiziert. Die erste
Restriktion besteht darin, dass alle Terme die Interaktionen zwischen mehr als 2
Variablen repréasentieren gleich Null gesetzt werden, so dass

NAVW _ \BVW _ \CVW _ \DVW _

s irs irs irs

resultiert. Die 2-Variablenterme nehmen dann die Form

AX AV AW BX BV BwW
Ai,?('f‘—l)—l—s = )\iT + )‘is s )\j,2(7'—1)+5 = )\]7" + )\js : etc

%2Der Begriff der Indikatorvariablen ist iiblicherweise etwas anders definiert, ewa x = 1, wenn
ein Ereignis eingetreten ist, x = 0 sonst; hier bedeutet der Ausdruck soviel wie: ein Merkmal ist
vorhanden — oder nicht.
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an. Die Nullsetzung der 3-Variableninteraktionen entspricht insofern der Stan-
dardfaktorenanalyse, als dann jede latente Variable einen Einflufl auf jede beob-
achtete Variable hat und es keine Wechselwirkungen hoherer Ordnung gibt (in
Gleichung (4.9.1) treten keine Terme auf, die durch Produkte der Fj definiert
sind).

Das LC-Faktorenmodell ist ein Spezialfall eines LC-Cluster-Modells; die Ta-
belle 16 zeigt die moglichen Aquivalenzen.

Tabelle 16: Aquivalenbeziehungen zwischen LC-Cluster-Modellen und LC-
Faktormodellen

LC Cluster-Modelle LC-Faktormodelle
Anzahl der  Anzahl der Anzahl der Anzahl der
Lat. Klassen Parameter df  Faktoren  Parameter df
1 5 26 0 5 26
2 11 20 1 11 20
3 17 14 2 17 14
4 23 8 3 23 8
5 29 2 4 29 2

Eine Anwendung dieser Verfahren findet man in Rist, Glckner-Rist und Dem-
mel (2009).

4.9.8 Multiple Korrespondenzanalyse

Nicht nur dichotome Items stellen eine Schwierigkeit fiir faktorenanalytische An-
sitze zur Abschéitzung der Homogenitét von Items dar. Hat man Daten von Frage-
bogen, bei denen die Befragungspersonen Ratings abgeben, etwa von 1 bis 7, oder
-3 iiber 0 bis +3, so sind die Haufigkeitsverteilungen der Antworten fiir die einzel-
nen Skalen keineswegs immer in guter Naherung normalverteilt. Bei einer Skala
konnen die Antworten nahezu gleichverteilt {iber die einzelnen Kategorien sein,
bei einer anderen sind sie eher exponentialverteilt, bei einer dritten sind sie na-
hezu normalverteilt, bei wieder einer anderen kann man U-féormige Verteilungen
bekommen. In welchem Ausmafl derartige Unterschiede in den H&aufigkeitsver-
teilungen Verzerrungen der Reprisentation der Struktur der latenten Variablen
implizieren, ist fiir einen gegebenen Datensatz oft nur sehr schwer abzusehen.

Zunéchst wird allgemein die Korrespondenzanalyse, dann die Multiple Kor-
respondenzanalyse als Spezialfall der Itemanalyse vorgestellt.

Grundbegriffe der Korrespondenzanalyse: Hat man Kontingenztabelle mit
irgendwelchen Zeilen- und Spaltenkategorien, fiir die keinerlei Metrik erklért ist
(weiblich — mé#nnlich, Berufe oder Studienfécher, etc), so kann man die Frage
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nach der Existenz einer moglichen Beziehung zwischen den Zeilen- und Spalten-
kategorien {iber einen y2-Test beantworten. Ein solcher Test sagt nichts iiber die
Art der Abhéingigkeit, sondern nur iiber ihre Existenz etwas aus.

Der Charme der Faktorenanalyse besteht u. a. darin, einerseits fiir die "Tests”
— also etwa die Items — und andererseits fiir die Personen eine Représentation
durch Punkte in einem Koordinatensystem zu finden, dessen Achsen inhaltlich
als latente Dimensionen oder latente Variable gedeutet werden kénnen. Die Frage
ist, ob sich eine analoge Reprisentation fiir die Zeilen- und Spaltenvektoren einer
Kontingenztabelle finden lésst.

Die Punktekonfiguration etwa der Items, wie sie durch die FA geliefert wird,
erlaubt eine Interpretation in Bezug auf die Ahnlichkeit zweier Items. Je kleiner
die (euklidische) Distanz zwischen zwei Punkten ist, desto &hnlicher sind die zu
den Punkten korrespondierenden Items, d.h. sie erfassen die latenten Dimensio-
nen in dhnlicher Weise. Hat man also zwei Items I, und I, und ist die latente
Struktur 2-dimensional, so ist jedes Item durch zwei Koordinaten (alphagi, cg2)
und (agq,aq,) charakterisiert, wobei die a-Werte die Ladungen der Items auf
den beiden Achsen sind. Die euklidische Distanz zwischen den beiden Items ist

d(Ig, Iy) = [(og1 — agn)® + (aga — agra)/?; (4.9.67)

dies ist natiirlich einfach der Satz des Pythagoras, der sich auf mehr als zwei
Dimensionen verallgemeinern 1i8t.

Der FA-Ansatz besteht darin, die — im Allgemeinen standardisierten — Messwer-
te z;; oder z;; durch eine lineare Regressionsgleichung zu definieren, wobei die
latenten Dimensionen als Priadiktoren eingesetzt werden. Bei einer Haufigkeitsta-
belle miissten die Héufigkeiten n;; in dieser Weise erkldrt werden, wollte man
den FA-Ansatz direkt auf die Tabelle iibertragen. Bekanntlich fiihrt diese dirkete
Ubertragung in Schwierigkeiten, weshalb generalisierte lineare Modelle wie log-
lineare Analyse oder die Probit- bzw Logit-Analyse auf Haufigkeiten anwendet.
Um latente Dimensionen fiir Haufigkeitstabellen zu finden, die die Abhéngigkei-
ten zwiscen Zeilen- und Spaltenkategorien “erkldren”, mufl also ein anderer Weg
beschritten werden.

Betrachtet man die Ahnlichkeit zweier Probanden i ind ¢/, so kann man das
Profil ihrer Messwerte x;; und ;4 iiber die "Tests” (Items) Iy, g = 1,...,m
betrachten. Gilt x;, ~ w;, fiir alle I, so werden die Faktorwerte der beiden
Probanden sehr #dhnlich sein, d.h. sie werden durch nahe beieinander liegende
Punkte reprisentiert. Eine analoge Aussage gilt fiir die Items.

Bei einer Haufigkeitstabelle kann man in analoger Weise vorgehen. Sind die
Haufigkeitsverteilungen zweier Zeilenkategorien C; und Cj &hnlich, so sollten die
Punkte, die diese beien Kategorien représentieren, nahe beieinander liegen. Je
undhnlicher die Verteilungen sind, desto weiter voneinander entfernt sollten die
korrespondierenden Punkte sein. Man bendtigt also ein Ahnlichkeits- oder Un-
ghnlichkeitsmaf fiir Haufigkeitsverteilungen.
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Ein solches Ma$8 1i8t sich iiber die y?-Formel finden, iiber die sich das Ausma8
von Abhéngigkeiten in der Tabelle ausdriicken 1&8t. Bekantlich ist

=2 > 2 ,,; anﬁQ/N)Q, df = (m —1)(n—1) (4.9.68)
i=1 j=1 i+

wobei n;; die Haufigkeit der Falle in der i-ten Zeile und j-ten Spalte ist, und
J J (]

sind die Zeilen- bzw. Spaltensummen. N ist die Gesamtzahl der Falle. n; ny;/N
sind die unter Hy erwarteten H#iufigkeiten, also die H#ufigkeiten, die man er-
wartet, wenn es keinerlei Zusammenhang zwischen Zeilen- und Spaltenkategorien
gibt.

Um den Begriff der Ahnlichkeit zweier Zeilenverteilungen zu spezifizieren,
werde einmal der idealisierte Fall betrachtet, dass zwei Verteilungen identisch
seien, dass also n;; = mny; fiir alle j gilt. Besteht die Tabelle nur aus diesen
beiden Zeilen, so gilt fiir diese Tabelle x> = 0, wie man sich leicht iiberlegt.
Fiir den allgemeinen Fall kann man sagen, dass zwei Zeilen einer Tabelle um so
weniger zum Gesamt-x? beitragen, je weniger sich die Hiufigkeitsverteilungen
der beiden Zeilen unterscheiden. Man kann demnach die Distanz zwischen zwei
Zeilenkategorien iiber die Differenz der Beitrédge der beiden Zeilen zum Gesamt-
x? definieren. Ein erster Ansatz wiire also, die Distanz d(i,4’) zwischen der i-ten
und der #’-ten Zeile einfach als Differenz X% — X?, zu definieren. Das erweist sich
aber wegen einer Reihe von Griinden als ungiinstig; die Definition einer Distanz
zwischen zwei Zeilen (und, analog dazu, zwischen zwei Spalten) ist statt dessen
wie folgt:

Definition 4.9.1 Es werden die i-te und die i'-te Zeilenkategorie betrachtet. Die
durch
T o1 (e mas\2
62, == — -2 4.9.69
definierte Grdfle 5i2i, heifit x2-Distanz zwischen den Zeilenkategorien R; und Ry .

Durch
! 1 N e\ 2
2, =y — (-2 4.9.70
1 ; n;. <n.]~ n.j ( )

heifit x>-Distanz fiir die Spaltenkategorien S; und Sj.

Man kann fiir die Zeilen eine mittlere Haufigkeitsverteilung bestimmen und dann
die x?-Distanz (522, der i-ten Zeile zu dieser mittleren Zeile anschreiben; dann 143t
sich zeigen, dass das Gesamt-x? der Tabelle gerade durch

X =D b} (4.9.71)
i=1
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gegeben ist. Ein analoger Ausdruck 148t sich fiir die Spalten herleiten.

Der Aufbau der Formeln (4.9.69) und (4.9.70) ist im Hinblick auf Eigenschaf-
ten der Reprisentation sowohl der Zeilen- als auch der Spaltenkategorien kon-
struiert worden, worauf hier nicht weiter eingegangen zu werden braucht. Man
sieht jedenfalls, dass im Extremfall n;; = n;y; fiir alle j die x2-Distanz 57;27;, gleich
Null wird. Eine analoge Aussage gilt fiir irgendzwei Spalten. Je weniger sich al-
so die Haufigkeiten in zwei Zeilen bzw. Spalten unterscheiden, desto geringer ist
die entsprechende Distanz. Die Punktekonfiguration fiir die Zeilen und fiir die
Spalten soll nun so bestimmt werden, dass die euklidischen Distanzen zwischen
den jeweiligen Punkten, wie sie etwa in (4.9.67) erklirt wurde, den y2-Distanzen

zwischen den entsprechenden Zeilen- bzw. Spaltenkategorien entspricht.

Um den Begriff einer Skala zu erldutern, mufl noch iiber die Dreiecksunglei-
chung gesprochen werden. Hat man irgend drei Punkte A, B und C, und sind
d(A, B), d(A,C) und d(B,C) Distanzen zwischen diesen Punkten, so soll stets
die Ungleichung

d(A,C) <d(A,B)+d(B,C) (4.9.72)

gelten. Drei Punkte kénnen stets auf einer Ebene positioniert werden, sie definie-
ren dann die Eckpunkte eines Dreiecks, es sei denn, dass Gleichheitszeichen gilt,
so dass

d(A,C)=d(A,B) +d(B,C) (4.9.73)
gilt. Dann liegen die drei Punkte auf einer Geraden.

Repriisentieren nun die Punkte die Zeilen einer Tabelle und gilt fiir die x?2-
Distanzen zwischen ihnen die Gleichung (4.9.73), so kénnen die Zeilen alle auf
einer Geraden présentiert werden. Es kann gezeigt werden, dass dann auch die
Spaltenkategorien aller auf einer Geraden positioniert werden kénnen. Wie bei
der PCA kann man nun argumentieren, dass diese Gerade die gleiche latente Va-
riable abbildet, und dass diese latente Variable die im Gesamt-y? ausgedriickten
Abhéngigkeiten “erzeugt”. Der Sachverhalt sei an einem Beispiel erlautert:

Beispiel 4.9.1 Das Interesse an genetischen Zusammenhéngen hat frith dazu
gefiihrt, dass statistische Verfahren zur Analyse der Daten entwickelt wurden.
Tocher (1908) legte eine grofie Studie zur Genetik der Pigmentierung schottischer
Schulkinder durch, die Fischer (1940) zu ersten Uberlegungen fiihrte, Zeilen- und
Spaltenkategorien auf einer gemeinsamen Skala abzubilden. Die Personen wer-
den hier in Klassen eingeteilt: die Zeilenkategorien definieren Klassen, die durch
die Augenfarbe definiert sind, die Spaltenkategorien sind Klassen, die bestimmm-
ten Haarfarben entsprechen. Die Daten sind in der Tabelle 17 zusammengefasst
worden. Der Zusammenhang zwischen Zeilen- und Spaltenkategorien ist hoch-
signifikant: x? = 2466.14 bei df = 12 Freiheitsgraden hat unter Hy (kein Zu-
sammenhang) eine Wahrscheinlichkeit von p = .000. Der Zusammenhang wird in
Abbildung 23 dargestellt. Die erste Dimension erklirt gut 90 % des Gesamt-y?.
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Tabelle 17: Haar- und Augenfarben schottischer Schulkinder (Tocher (1908),
Maung (1941))

Haarfarbe

fair red medium dark black

Blue 1368 170 1041 398 1

Augen- | Light 2577 474 2703 932 11
farbe | Medium || 1390 420 3826 1842 33

Dark 454 255 1848 1506 112

Abbildung 23: Biplot: Die Beziehung zwischen Augen- und Haarfarbe — Fischer
(1940), nach Daten von Tocher (1908)
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Dimension 1: 90.51 % der Inertia

Nur das sehr dunkle Haar ("black”) scheint eine systematische Abweichung von
der ersten Dimension zu erzeugen.

Die Haufigkeitsverteilungen in der Tabelle 17 weisen bereits auf eine enge
Kopplung zwischen bestimmten Augen- und Haarfarben hin. Aber die Inspekti-
on der Daten 1é8t noch nicht vermuten, dass der Zusammenhang im wesentlichen
durch eine latente Dimension gestiftet wird. Man betrachte zunéchst die Pra-
sentation der Zeilenkategorien, d.h. der Augenfarben. Die Abweichungen von der
x-Achse konnen als Resultat der unvermeidlichen Stichprobenfehler gesehen wer-
den. Fiir die Distanzen zwischen den Punkten, die Augenfarben abbilden, gilt in
guter Ndherung die Gleichung (4.9.73). Die Augenfarben werden von "blue” iiber
"light” und "medium” zu "dark” abgebildet: je gréfler der Unterschied in der Farbe,
desto groBer die entsprechende y2-Distanz: benachbarte Farben haben dhnlichere
Haufigkeitsverteilungen in Bezug auf die Kategorisierung nach der Haarfarbe als
weniger benachbarte. Die Interpretation fiir die Spaltenkategorien, also die Haar-
farben, ist analog: je weiter zwei Haarfarben auseinander liegen, desto verschiede-
ner sind die Haufigkeitsverteilungen beziiglich der Augenfarben. Die Skalenwerte
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driicken Unterschiedlichkeit hinsichtlich der jeweiligen Farben aus.

Die Tatsache, dass sowohl fiir die Zeilen- als auch fiir die Spaltenkategorien
die gleichen Skalen verwendet werden und damit sowohl die Zeilen- als auch die
Spaltenkategorien in einem gemeinsamen Koordinatensystem reprasentiert wer-
den, driickt sich im Namen ’Biplot’ fiir diese Art der Repréisentation aus. Die
Eindimensionalitidt (bis auf die Sonderrolle der Haarfarbe ”black”) deutet auf ei-
ne enge genetische Kopplung von Augen- und Haarfarbe. O

Die Frage ist nun, wie man zu den Skalenwerten kommt. So, wie man bei der
Principal-Component-Analyse (PCA) eine Zerlegung der Varianz der Daten in
additive Komponenten vornimmt, liegt es hier nahe, eine Zerlegung des x? in
additive Komponenten vorzunehmen. Der Hintergrund fiir diesen Ansatz ist die
Tatsache, dass die Summe von unabhiingigen x2-Verteilungen wieder eine y?-
Verteilung ist, d.h. x?2 s = X2 + x%. Um eine derartige Zerlegung zu erreichen,
betrachtet man die Matrix der Residuen:

nij — niynj/N
\/ anﬂ-/N

Wie der Vergleich mit (4.9.68) zeigt, gilt x> = i a:fj Auf die Matrix X = ()
kann nun die Singularwertzerlegung

(4.9.74)

.iCij =

X =QAV/?P! (4.9.75)

angewendet werden. A ist die Matrix der FEigenwerte von X, und es gibt so viele
Dimensionen, wie es hinreichend von Null verschiedene Eigenwerte gibt. Hier gel-
ten die gleichen Regeln wie bei der iiblichen PCA einer Matrix von Messwerten.
Im Allgemeinen ergeben sich fiir 2-dimensionale Tabellen héchstens 2 relevante Ei-
genwerte und damit 2 Dimensionen. Die Zeilen von ) enthalten die Koordinaten
der Zeilenkategorien auf den Dimensionen, die von P die der Spaltenkategorien.
Diese Koordinaten werden allerdings noch so skaliert, dass die euklidischen Di-
stanzen der Kategorien zum Ursprung des Koordinatensystems gerade den oben
angegebenen y2-Distanzen entsprechen. Die Herleitung der Beziehungen zwischen
den Koordinaten in @ und P und den y?-Distanzen ist ein wenig linglich und
kann im Skriptum Finfihrung in die Korrespondenzanalyse gefunden werden.

Ublicherweise reprisentiert man sowohl die Zeilen- als auch die Spaltenkatego-
rien durch Punkte im gleichen Koordinatensystem; man spricht dann von einem
Biplot. FUr die Interpretation wichtig ist die Tatsache, dass man wohl die Distan-
zen entweder zwischen den Zeilenkategorien oder zwischen den Spaltenkategorien
interpretieren kann, nicht aber die Distanzen zwischen einer Zeilen- und einer
Spaltenkategorie. Diese Distanzen sind nicht erkért; interpretieren 1ét sich nur
der Winkel zwischen den Vektoren, die vom Ursprung des Koordinatensystems
zu den verschiedenen Kategorien zeigen; Details hierzu werden im Skriptum zur
Korrespondenzanalyse angegeben.
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Multiple Korrespondenzanalyse: Das oben angegebene Beispiel des Zusam-
menhanges von Augen- und Haarfarbe entspricht in gewisser Weise bereits der
Situation, die man beim Testen hat, wobei allerdings die Probanden und Proban-
dinnen bereits in bestimmten Kategorien zusammengefasst wurden, etwa nach
der Augenfarbe. Die "Testleistung” ist die Haarfarbe, die ebenfalls kategorisiert
wird. Die umgkehrte Betrachtung, nach der die Probanden nach Mafigabe der
Haarfarbe klassifiziert werden und die Augenfarbe die "Testleistung” ist, ist lo-
gisch gleichberechtigt.

Oft hat man aber fiir die Probanden noch gar keine Kategorien und man
ist nur daran interessiert, welche Antwortkategorien bei einer Reihe von Testfra-
gen angekreuzt werden und ob die Fragen in einem 1- oder mehrdimensionalen
Raum reprisentiert werden konnen. Hat ein Item I, etwa k,; Antwortkategori-
en, so kann man die Antwort einer Person durch eine 1 signalisieren, die fiir die
Kategorie angeschrieben wird, die die Person angekreuzt hat; alle iibrigen Ant-
wortkategorien bei diesem Item werden durch eine 0 markiert. Die Datenmatrix
(Indikatormatrix) Z hat dann die Gestalt Man bildet nun die Matrix Z’'Z; dies ist

Tabelle 18: n-variate Indikatormatrix

I I I
— — —~ =
11000 01000 010
0100 00100 100
1 {0010 01000 010
m|1000 00010 001

die Burt-Matriz, nach Burt (1950). Bevor auf die weitere Analyse dieser Matrix
eingegangen wird, ist es sinnvoll, sich den Aufbau dieser Matrix klar zu machen.

Es werde zunéichst angenommen, dass n = 1, und dass dieses Item gerade r
Antwortalternativen hat. Jede Person kreuzt eine und nur eine der Alternativen
an. Die Matrix Z’Z dann eine r x r-Matrix. Das Element k,,, 1 < u,v < r ist
das Skalarprodukt der u-tenZeile von Z’ und der v-ten Spalte von Z, d.h.

kuww = zu12v1 + -+ + ZumZom.

Es gibt zwei Fille: (i) u = v, oder (ii) u # v. Gilt (i), so sind alle Produkte gleich
Null, bei denen eine Person nicht die u = wv-te Antwortkategorie gewéhlt hat,
und ein Produkt ist gleich 1, wenn eine Person diese Kategorie gewéhlt hat. Also
ist ky, gerade gleich der Anzahl der Personen, die die u-te Kategorie gewéhlt
haben. Ist u # v, so miissen alle Produkte gleich Null sein, da eine Person nicht
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sowohl die u-te wie auch die v-te Kategorie gewéhlt haben kann. Also ist Z’Z eine
Diagonalmatrix, deren Diagonalelemente jeweils die Anzahl der Personen enthélt,
die die dem Element entsprechende Kategorie gewéahlt haben.

Jetzt werde der Fall zweier Items mit ry bzw. ro Antwortkategorien betrachtet.
Man kann Z = [Zy, Zs] schreiben, womit angedeutet wird, dass die Matrix sich
aus zwei nebeneinander geschriebenen Matrizen zusammensetzt. Die Matrix Z’

hat die Form )
Z
I 1

7= [ z ]

77y Z|Zy ]

und Z'Z ist durch

(4.9.76)

/ _
ZZ—[%A 747,

gegeben. Z'Z ist eine (r1 + r2)(r1 + ro)-Matrix und aus vier Teilmatrizen zusam-
mengesetzt, wobei Z1 Z und Z),Z die bereits besprochene Diagonalform haben, —
die Diagonalelemente von Z},Z, enthalten die Hiufigkeiten, mit denen die einzel-
nen Kategorien des Items I angekreuzt wurden. Die Matrix Z{ Z ist aber keine
Diagonalmatrix; das Element k,,, dieser Matrix ist die Haufigkeit, mit der die u-te
Kategorie des ersten Items und die v-te Kategorie des zweiten Items angekreuzt
wurde. Natiirlich ist Z’Z symmetrisch, insbesondere ist (Z]Z2) = Z4Z;.

Allgemein kann Z = [Zy,...,Z,] sein, d.h. man hat den Fall von n Items,
mit jeweils 71,79, ...,7, Antwortkategorien, und Z’Z besteht aus den Teilma-
trizen Z]’-Zk, 4,k =1,...,n. Dies ist der allgemeine Fall einer Burt-Matrix. Die
Burt-Matrix wird nun einer Korrespondenzanalyse unterzogen, d.h. es wird die
Singularwertzerlegung von Z’Z berechnet. Da die Burt-Matrix symmetrisch ist,
gilt nun Z’Z = Q'AY2Q, also P = Q. Q enthilt die noch zu re-skalierenden
Koordinaten der Kategorien der einzelnen Items. Die Anzahl der Dimensionen
kann man wie bei der PCA aus dem Scree-Plot der Eigenwerte abschétzen. Ein
Beispiel illustriert das Vefahren.

Beispiel 4.9.2 Burt (1950) bestimmte fiir 100 zuféllig in Liverpool ausgewéhlte
Personen (i) die Haarfarbe (fair, red, dark), (ii) die Augenfarbe (light, medium,
brown), (iii) Kopfform (narrow, wide), und (iv) die Statur (tall, short). Es er-
gibt sich zunéchst eine 4-dimensionale Kontingenztabelle mit jeweils 3, 3, 2 und
2 Kategorien, die Burt-Matrix in Tabelle 19 findet man in Basilevsky (1994),
p-532. Die Tabelle hat die Eigenwerte .2395, .0892, .0647, .0422, .0319, .0054,
.000, .000, .000. Der Biplot wird in Abbildung 24 gezeigt. Die erste Dimension se-
pariert die Personen in zwei Klassen: die erste Klasse ist durch eine ”tall stature”
charakterisiert; dieses Merkmal geht mit den Merkmalen "fair hair”, "red hair”,
"light eyes” einher. Personen mit diesen Merkmalen bilden gewissermaflen eine
Teilklasse der befragten Personen. Die zweite Teilklasse wird insbesondere durch
die Merkmalsgruppe ”short stature”, "dark hair”, "brown eyes” charakterisiert.
Die Lage der Staturmerkmale ("tall’ versus "short’) ist bemerkenswert: sie liegen
genau auf der ersten Achse. Die Kopfform — "wide head” versus "narrow head”
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Tabelle 19: Burt-Matrix zu genetischen Abhéngigkeiten (Burt, 1950); Daten aus
Basilevsky (1994)

’ H fh rh dh| le me be ‘ nh wh ‘ ts ss ‘
fair hair 22 0 0 ]14 6 2 114 8 |13 9
red hair 0O 15 0 | 8 5 2 111 4 |10 5
dark hair 0 0 63|11 25 2744 19 |20 43

light eyes 14 8 11133 O 0|27 6 |29 4
mixed eyes 6 5 25| 0 36 0 [20 16 |10 26
brown eyes 2 2 2r|0 O 3112 9 |4 27

narrow head || 14 11 44 |27 20 22|69 0 |30 39

wide head 8 4 19|16 16 9| 0 31|13 18

tall stature || 13 10 20 (29 10 4 |30 13 |43 O
short stature || 9 5 43| 4 26 27|39 18| 0 57

Abbildung 24: Eigenwerte und (Bi)Plot der Merkmale fiir die Daten aus Tabelle
19
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scheint, gekoppelt mit den Augenfarben "mixed” versus "brown” — eine zweite
Dimension aufzumachen, wobei es eine geringfiigige Assoziation des "wide head”
mit dem ”"short stature”-Pol und des "narrow head” mit dem ”"tall stature”-Pol
der ersten Achse zu geben scheint. Der Verlauf der Eigenwerte legt nahe, dass
es noch weitere Dimensionen gibt, oder aber die relativ suggestive Struktur der
ersten beiden Dimensionen durch zufillige Kombinationen iiberlagert wird. [J

Wie im Beispiel deutlich wird, liefert die Multiple Korrespondenzanalyse kei-
ne die einzelnen Personen charakterisierenden Parameter. Fiir testpsychologische
Zwecke kann man dies als einen Mangel des Verfahrens betrachten. Andererseits
kann das Verfahren Hinweise auf die Existenz von Klassen von Personen liefern.
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Waéihrend die Faktorenanalyse Items durch Punkte in einem Raum geeigneter Di-
mensionalitét représentiert, werden bei der Multiplen Korrespondenzanalyse die
einzelnen Antwortkategorien durch Punkte abgebildet. Ein einzelnes dichotomes
Item wie "stature” mit den Antwortkategorien "tall” versus ”short” kann dann
nicht nur einen Punkt, sondern eine ganze Dimension definieren.

In Evaluationen etwa von Lehrveranstaltungen werden z.B. Aussagen zum
Dozenten, zum Stoff, oder zu Randbedingungen der Lehrveranstaltung (Horsaal,
Medienausstattung, etc) gefordert, oft auf Ratingskalen. So werden die Teilneh-
mer einer Veranstaltung gebeten, zu beurteilen, ob der Dozent "offen” war, d.h.
ob er sich bei Fragen offen verhielt oder eher versuchte, Fragen zu unterdriicken.
Das Rating kann von 1 bis 7 erfolgen; 1 bedeutet, dass das Merkmal nicht vor-
handen war, 7, dass es asusgeprigt vorhanden war. Eine weitere Frage konnte
sich darauf beziehen, ob der Dozent "kompetent” erschien (dises Merkmal sollte
allerdings aufgeschliisselt werden in fachliche Kompetenz, didaktische Kompe-
tenz und soziale Kompetenz); die Ratings kénnen wieder von 1 bis 7 vergeben
werden. Weiter kann der Stoff “schwierig” sein, er kann “angemessen” sein, etc.,
— die Bewertung erfolgt jedes Mal in der gleichen Weise. Die Analyse der Burt-
Matrix liefert dann eine Représentation, in der moglicherweise Kombinationen
von Merkmalen mit bestimmten Skalenwerten auftreten: so kénnten die Punkte
fiir Dozent, offen (2) — der Dozent wird dann als so gut wie nicht als "offen” ge-
sehen — mit Stoff, schwierig (6), (7) eng benachbart sein, und in einem anderen
Quadranten konnten die Punkte fiir Dozent, offen (6), (7) und Stoff, schwierig,
(1), (2) eng benachbart sein. Man koénnte von einer Wechselwirkung zwischen
der Beurteilung der Schwierigkeit des Stoffes und der des Dozenten sprechen. In
einer PCA wiirde diese "Wechselwirkung” auch zum Ausdruck kommen, denn die
Korrelation zwischen der Beurteilung des Dozenten als "offen” und des Stoffes als
"schwierig” wére negativ, die Punkte fir (Dozent, offen) und (Stoff, schwierig)
wiirden nicht im gleichen Quadranten liegen. Die Analyse der Burt-Matrix liefert
hier einen direkteren Einblick in die Abhéngigkeiten zwischen den Beurteilungen.

Greenacre (1991) hat eine tiefergehende Diskussion der Interpretation der
Resultate einer Multiplen Korrespondenzanalyse vorgelegt. Eine weitergehende
Diskussion der Multiplen Korrespondenzanalye und Typen von Beurteilern finde
man in Hwang, Montréal, Dillon, und Takane (2006).

5 Messmodelle und Prozessmodelle

If you can’t measure it, I'm not interested.
Clyde H. Coombsgs

If you cannot measure, measure anyhow!
Frank H. Knights

3 Clyde Hamilton Coombs (1912 — 1988), Psychologe, Afficionado der Messtheorie, Begriinder
des Mathematical Psychology Program an der University of Michigan. Frank Hyneman Knight,
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Vergleicht man die KTT insbesondere mit dem Rasch-Modell, so besteht der
Vorteil des Rasch-Modells sicherlich darin, dass — wenn das Modell auf die Daten
passt — die Parameter spezifisch objektiv sind, d.h. die Itemparameter  sind un-
abhéngig von den Personenparametern 6. Generell werden bei den IRT-Theorien
restriktivere Annahmen gemacht, weshalb sie dann auch mehr Informationen als
die KTT {iber das gemessene Merkmal liefern, vorausgesetzt, der Fit ist akzep-
tabel. Die Bestimmung des Parameters 6, fiir eine getestete Person a € P ist
aufwendiger als die Berechnung des Summenscores bei einem Test, der im Rah-
men der KTT entwickelt wurde, ist aber wegen der Verfiigbarkeit von Computern
und entsprechenden Programmen kein Problem mehr.

Spezifische Objektivitit: Die Frage ist aber, ob spezifische Objektivitdt ein
notwendiges Merkmal eines Tests sein mufl. Einige Autoren, etwa Fischer (1974),
Fischer & Molenaar (1995) scheinen dies zu suggerieren. Die Idee geht auf Rasch
selbst zuriick. Andrich (2004) beschreibt die Entwicklung dieser Idee unter Bezug
auf Kuhns (1961) Begriff des wissenschaftlichen Paradigmas. Entsprechend dem
traditionellen Paradigma wiirde man ein Modell M; dem Modell My vorziehen,
wenn M besser als My mit den Daten {ibereinstimmt: "Invariably, it is models
that are accepted or rejected, given the data.” (Andrich, 2004, p. 8). Raschs An-
spruch an Modelle geht aber iiber die Forderung nach einem guten ”Fit” hinaus.
Er postuliert, dass der Vergleich zweier Personen unabhéngig von den Items aus
einer Klasse von Items sein sollte, und umgekehrt sollte der Vergleich von Items
beziiglich ihrer Schwierigkeit unabhéngig von den getesteten Personen sein. Diese
Forderung nach spezifischer Objektivitédt wird zunéchst ohne Bezug auf ein spe-
zielles Modell aufgestellt: jedes Testmodell, das zur Grundlage der Konstruktion
eines Tests gewihlt wird, sollte dieser Forderung geniigen. Spezifische Objekti-
vitdt ist, nach Rasch und anderer Autoren, eine notwendige, wenn auch keine
hinreichende Bedingung fiir ein gutes Testmodell.

Rasch hatte zunéchst mit gutem Erfolg eine Menge von Testdaten “erklért”,
indem er die Poisson-Verteilung zur Modelierung der Fehlerhdufigkeiten beniitz-
te; die logistische Verteilung wurde dann nur der mathematischen Einfachheit bei
gleichzeitigem guten Fit eingefiihrt. Rasch (1961) berichtet, dass sich die Einsicht
in die Implikationen der logistischen Verteilung, insbesondere des 1PL-Modells,
nur langsam einstellte. Es war Ragnar Frisch®, den es in einer Diskussion mit
Rasch verwunderte, dass je nach Vergleich von Personen oder Items sich die [tems
oder die Personen gewissermafien herauskiirzen. Erst durch Frischs Verwunderung
wurde es Rasch klar, dass mit der Separierbarkeit der Parameter eine fundamen-
tal wichtige Klasse von Modellen gefunden worden war. Andrich (2004) ist der
Ansicht, dass dieser Prozess exakt in das Muster passt, das Kuhn in seiner Analye
von Paradigmenwechseln beobachtet hat: es ist die Losung eines Problems, die
neue Einsichten schafft. Rasch betrachtete nun nicht mehr mogliche Modelle, die
mehr oder weniger gut an Daten angepasst werden kénnen, sondern er fokussierte

1885 — 1972, Okonom, Begriinder der marktradikalen Chicago School der Okonomie.
64Ragnar Frisch, 1895-1973, norwegischer Okonom, Nobelpreis 1969
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auf Modelle, von denen er annahm, dass sie die gleiche parametrische Struktur
wie die Gesetze der Physik haben.

Suffiziente Statistik: Ein zweites Merkmal des Rasch-Modells ist, dass der Test-
score, d.h. die ungewichtete Summe der Scores fiir die einzelnen Items, eine suffizi-
ente Statistik fiir die Schitzung des Parameters 6, fiir eine Person a ist. Suffizienz
bedeutet, dass die Statistik alle Information, die in den Daten beziiglich eines zu
schitzenden Parameters vorhanden ist, enthélt. In Rasch (1977) liefert Rasch das,
was nach Kuhn (1961) ebenfalls typisch fiir Paradigmenwechsel ist: Rasch wendet
sich, so Andrich, philosophischen Fragen zu. Dabei geht es um die Frage, welcher
Norm Forschung folgen sollte: (i) festzustellen, ob ein Modell gegebenen Daten
entspricht, oder umgekehrt (ii), Daten zu finden, die einem Modell entsprechen.
Der Vorrang sei der letzten Norm zu geben: die Daten miissen nach Mafligabe
eines den Forderungen der Theorie der fundamentalen Messung entsprechenden
Modells erhoben werden. Rasch nahm die grundlegenden Gesetze der Physik als
Beispiel, insbesondere Newtons zweites Axiom, demzufolge K = mb gilt, d.h. die
Kraft K, die auf einen Korper wirkt, entspricht seiner Beschleunigung b, mit dem
Proportionalitiatsfaktor m, der die Masse des Korpers reprisentiert. Die Form die-
ses Gesetzes — das Produkt mb definiert die Kraft K — entpricht der multiplikati-
ven Parametrisierung des Rasch-Modells (4.3.4) auf Seite 214: iiber das Produkt
0oy wird die Wahrscheinlichkeit, eine Aufgabe zu beantworten, definiert, diese
Wabhrscheinlichkeit entspricht der Kraft K in Newtons zweitem Axiom. Ebenso,
wie sich 6 und o, unabhéngig voneinander schitzen lassen, kann man m und b
bestimmen: fiir eine fixe Kraft K und zwei Korper mit den Massen m; und msg
folgt m1by = mabo, d.h.

m1 by
me9 N bl’

(5.0.77)

es geniigt demnach, nur die Beschleunigungen b; und by unabhingig von den Ge-
schwindigkeiten zu bestimmen, um mit dem Quotienten by /by ein Messungen fiir
my (in Einheiten von msg) zu erhalten. Ramsay (1975) merkte an, dass die mei-
sten grundlegenden Gesetze der Physik eine bemerkenswert einfache Form haben:
sie konnten als Multiplikationen und Divisionen fundamentaler Messungen dar-
gestellt werden. Eine entsprechende "rationalization of quantification may be ne-
cessary precondition to Psychology as a Quantitative Rational Science” (Krantz,
Luce & Suppes (1971)).

Wie Rasch (1961), Wright (1985) und Fischer (1995) gezeigt haben, ist das
Rasch-Modell — also ein 1PL-Modell auf der Basis der logistischen Funktion —
das einzige Modell, das eine Separation der Parameter im Sinne der spezifischen
Objektivitdt zuldflt. Das Rasch-Modell liefere “an operational criterion for fun-
damental measurement of the kind found in the physical sciences. ” (Andrich
(2004), p. 12) Also gébe es nur dann sinnvolle Messungen, wenn sie im Rahmen
des Rasch-Modells vorgenommen werden.

Wissenschaftstheoretische Betrachtungen: Raschs Betrachtungen sind wis-
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senschaftstheoretischer Art. Die Notwendigkeit fundamentaler Messung wird durch
Analogie zu den grundlegenden Gesetzen der Physik postuliert. Die Frage ist, wie

weit diese Analogie getrieben werden kann. Die a priori-Aussage, die mit dieser

Analogie gemacht wird, ist ja, dass alle fundamentalen GesetzméBigkeiten in der

Welt eine Struktur haben, die spezifisch objektive Messungen implizieren. Das

Newtonsche zweite Axiom wéire ein Beispiel, — ist es aber nicht, denn seit Ein-

stein (1905) ist bekannt, dass dieses Axiom nur eine Approximation fiir den Fall

kleinerer Geschwindigkeiten ist. Nach der Speziellen Relativitétstheorie gilt fiir

die Masse m die Beziehung

mo

Nl

wobei mg die Ruhemasse, v die Geschwindigkeit des Korpers und c¢ die Lichtge-
schwindigkeit ist. Newtons Formel geht dann iiber in

7 d (o) d mov mo(y/1 —v2/c2 +v?%/(tc)?)
=—(mv) = — = .

dt dt \ \/1—v2/c2 1—02/c2
(Beiser, 1984, p. 22-23) Die einfache Beziehung (5.0.77) mit einer von v unab-

héngigen Masse gilt nur dann, wenn man v konstant hilt. Fiir fixen Wert von v
kiirzen sich die von v abhéngigen Terme heraus und (5.0.77) wird zu

% - Zi 1 = vs. (5.0.78)
Fiir verschiedene Beschleunigungen bei gleicher Geschwindigkeit erhilt man nun
einen Vergleich der Ruhemassen, — aber nicht der tatséchlichen, fiir v = v1 = v9
charakteristischen Massen. Das ist moglicherweise etwas anderes als das, was man
mit den Messungen bezweckt hat. Ist man sich der Beziehung zwischen Masse und
Geschwindigkeit nicht bewuf3t, so fokussiert man u. U. nur auf die Beschleuni-
gungen und nimmt die Messungen bei verschiedenen Geschwindigkeiten vor, so
dass sich eben geschwindigkeitsabhéingige Messwerte ergeben, ohne dass sie als
solche interpretiert wiirden.

Sicherlich ist es so, dass fiir Geschwindigkeiten v, die klein gegen die Licht-
geschwindigkeit ¢ sind, die relativistische Formel fiir I’ nicht gebraucht wird,
aber darum geht es hier gar nicht. Es geht darum, dass die einfachen Gesetze im
Allgemeinen nur ceteris paribus-Aussagen sind, also Aussagen, die nur bei Kon-
stanthaltung bestimmter Randbedingungen gelten, und dass daraus spétestens
dann ein Problem entsteht, wenn diese Randbedingungen nicht vollstdndig be-
kannt sind. Im relativ einfachen Fall des zweiten newtonschen Axioms kennt man
die Randbedingungen und kann daher ziemlich genau sagen, wie weit man mit der
Anwendung dieses Axioms kommt und wann man die Einsteinsche Verallgemeine-
rung beriicksichtigen mufl. Man muf sich an dieser Stelle aber klar machen, dass
die Einsteinsche Verallgemeinerung gar nicht méglich wére, wiirde man sich in
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der Physik an die ontologische Forderung halten, grundlegende Formeln miifiten
nun mal von der einfachen Form K = mb sein. Anhand dieses relativ einfachen
Beispiels wird deutlich, dass ein messtheoretisches Postulat kein ontologisches
Postulat sein kann. Bei psychologischen "Gesetzen” ergibt sich das hier disku-
tierte Problem aber verschirft, weil die Randbedingungen oft gar nicht explizit
bekannt sind. Die Form der Beziehungen zwischen Variablen, von denen ange-
nommen wird, dass sie das Verhalten von arbeitslosen Jugendlichen beschreiben,
kann stark von der Wohnumgebung der Jugendlichen — Essen-Siid oder Mem-
mingen/Allgéu — abhéngen. Dies ist ein triviales, weil offenkundiges Beispiel, das
gleichwohl die ontologischen Implikationen der einfachen, fundamentalen Relatio-
nen in Frage stellt. Sogar bei den hochkontrollierten Untersuchungen der Psycho-
physik kann es zu unkontrollierten Effekten intervenierender Variablen kommen,
die zu verzerrenden Urteilen bei Untersuchungen einfach erscheinender Zusam-
menhénge fithren. Man denke etwa an Riccos Gesetz zur rdumlichen Summation,
demzufolge a x ¢ =Konstante gilt, wobei a die Grofie der Fliche des Stimulus und
¢ der Kontrast des Reizmusters ist. Aufmerksamkeitsfluktuationen kénnen zu ver-
zerrenden Schitzungen der Konstante fithren, weil die Summation eben auch vom
Ausmafl der Aufmerksamkeitsfokussierung abhéingen kann. Um den Effekt solcher
Variablen herauszufinden, miissen Messungen durchgefiihrt werden, — von denen
nicht a priori gefordert werden kann, dass sie spezifisch objektiv sind. Wie es
scheint, impliziert die Forderung nach spezifischer Objektivitdt einen logischen
Zirkel. Die Forderung nach spezifischer Objektivitit imponiert mit dem Status
eines Axioms, dessen Giiltigkeitsanspruch jeder Empirie vorangeht. Damit be-
kommt sie aber den Status einer metaphysischen Wahrheit zugeordnet, von der
postuliert wird, sie stiinde jedem Einsichtigen vor Augen. Vor Einstein (1905) hat
man in Bezug auf das newtonsche zweite Axiom so gedacht, aber Einstein hat
gezeigt, das Evidenzerlebnisse nicht Erlebnisse von Wahrheit sein miissen.

Das Rasch-Modell ist ein Latent-trait-Modell, das sich als Verteilungsfunktion
einer unterliegenden Variablen ergibt, und zwar als 2PL-Modell, mit oy ox 1/0y,
wobei o4 die Streuung der unterliegenden Variable, also des fluktuierenden Merk-
mals, ist. Wie Bartholomew (1987) gezeigt hat, ist jedes Response Function-(RF)-
Modell einem Modell fiir unterliegende Variablen #quivalent (vergl. Anhang, Ab-
schnitt A.3). Dem 2PL-Modell entspricht also ein Modell, in dem angenommen
wird, dass das fluktuierende Merkmal logistisch verteilt ist. Umgekehrt entspricht
einem solchen Modell das Response Function-(2PL)-Modell. Das Rasch-Modell
entsteht daraus, wenn o, = Konstante gesetzt wird, die dann in 6, und x4 absor-
biert wird. Man wird also auf die Frage gefiihrt, warum, um der fundamentalen
Messung und der damit verbundenen Separierbarkeit willen, die Streuungen fiir
alle Items gleich grof} sein sollen. Dabei hat man hier schon eine Einschrinkung,
da das 2PL-Modell ja fordert, dass o, fiir alle a € P gleich sein soll. Die Forde-
rung nach fundamentaler Messung und Separierbarkeit der Parameter impliziert
Aussagen, von denen nicht klar ist, warum sie fiir einen gegebenen Aufgaben-
bereich gelten sollen. Nun kénnte man meinen, dass das Rasch-Modell ja gar
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nicht explizit in Bezug auf ein fluktuierendes Merkmal definiert sei, der Perso-
nenparameter 6, sei einfach eine Konstante, die die Person a charakterisiere.
Andererseits reprisentiert aber die Itemfunktion irgendetwas Stochastisches, da
die Itemfunktion ja nur die Wahrscheinlichkeit einer (“korrekten”) Antwort lie-
fert. Dieser stochastische Prozess, der zur Beantwortung des Items fiihrt, wird im
Rahmen des Rasch-Modells unspezifiziert gelassen. Also kénnte dieser Prozess
doch vielleicht so geartet sein, dass er nicht auf eine Forderung nach gleichen
og4-Werten hinausliefe. Nach dem Bartholomewschen Theorem mufl dann aber
dieser Prozess wiederum dquivalent dem Verteilungsfunktionsmodell mit gleichen
Varianzen sein, da ja beide der Itemfunktion dquivalent sind. Das hiefle, dass ein
Prozess, der nicht durch zufillige Verénderliche mit ungleichen Varianzen fiir die
Aufgaben und Personen repréisentiert wird, stets einem Prozess mit entsprechen-
den gleichen Varianzen dquivalent ist. Die Konstruktion zweier Prozesse, die (i)
einander dquivalent sind, und von denen (ii) einer durch zufillige Variable mit
gleichen Varianzen fiir Aufgaben und Probanden und der andere keine solchen
Variablen zu seiner Représentation benotigt, steht noch aus. Vermutlich ist die
Anzahl der Elemente einer Klasse solcher Paare von Prozessen sehr gering, wenn
nicht gar gleich Null. Dies hiefle dann, dass das Rasch-Modell nur einen duflerst
eingeschrinkten Anwendungsbereich hat.

Nach Ansicht einiger Anhéinger des Rasch-Modells sind solchen Betrachtun-
gen aber nicht nur irrelevant, sondern sogar oberflichlich ("shallow”), denn fiir
die oben durchgefiihrte Betrachtung, nach der das Rasch-Modell einfach ein Spe-
zialfall eines allgemeineren (Birnbaum-)Modells ist, wird die folgende Kritik for-
muliert:

This approach seems to imply that the Rasch model is just a stripped-
down version of more complicated models which "must be better” be-
cause they account for more of the "presumed reality” of traditional
test theory. Quite apart from Occam’s razor (that entities are not
multiplied beyond necessity), this interpretation is shallow in an es-
sential way. That the Rasch model can be reached by simplifying more
complicated models has nothing to do with its genesis or rationale, or
with the theory of measurement.

The Rasch model is not intended to fit data or to be evaluated by how
well it fits any particular data set. The Rasch model is a definition
of measurement derived from the universally accepted measurement
requirements that:

1. The measures of objects be free of the particulars of the agents
used to estimate these measures and the calibrations of agents
be free of the particulars of the objects used to estimate these
calibrations.

2. The measures of objects and calibrations of agents function ac-
cording to the rules of arithmetic on a common scale so that they
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can be analyzed statistically.

3. Linear combinations of measures and calibrations correspond to
plausible concatenations of objects and agents.

Introducing the superfluous parameters, a; and ¢; [korrespondierend
zu oy und 7y,, violates these requirements and disqualifies the re-
sulting contrivances as "measurement” models. Were the values of t
known prior to analysis, the 2- and 3-parameter formulations could be
used to specify two, among many possible, logistic regressions, as they
have been in biometric analysis for 60 years. When t [entsprechend 6]
is not known and must be estimated from the same data, as is the case
for measurement, then it can be demonstrated algebraically that the
parameter estimates must diverge unless constrained in an arbitrary
manner.

In practice, arbitrary interference, such as limiting the range of a;
and c¢; , does not produce sample-free item calibrations or test-free
person measures - unless a; and ¢; are restricted to constants, when,
of course, the formulation becomes a Rasch model and functions ac-
cordingly. This is the misunderstanding of those who claim the 2- and
3-parameter computer programs “work”. In the few instances where
serious 2- and 3-parameter results are reported, their quality is pro-
portional to the extent to which a; and ¢; were kept from varying -
from being influenced by the data. Indeed all important practical IRT
applications reported at the 1991 AERA meeting were implemented
by the Rasch model.

In theory and in practice, the Rasch model is a unique measurement
archetype.

Shaw, F. (1991) Descriptive IRT vs. Prescriptive Rasch, ... Rasch
Measurement Transactions, 5:1 p. 131
(http://www.rasch.org/rmt/rmt51f.htm)

Das sind starke Uberzeugungen, insbesondere der Punkt 1 erscheint absolut zwin-
gend. Da Autoren wie Fischer auch der Suffizienz der Schétzungen einen dhnlich
fundamentalen Status zuordnen, scheint das Rasch-Modell das einzige Modell zu
sein, das wissenschaftlichen Messungen zugrunde gelegt werden kann. Die folgen-
den Betrachtungen relativieren allerdings diese Forderung.

Testen und das Modellieren von Prozessen: Die Reprisentation von Items
und Personen durch bestimmte Parameter entspricht einem Messprozess. Wenn
aber messen die grundlegende Tétigkeit der Wissenschaft schlechthin ist, ergibt
sich die Frage, ob auch Prozessmodelle dem Prinzip der spezifischen Objektivitét
gehorchen und also einem Rasch-Modell geniigen miissen. Dass die Annahme des
Rasch-Modells in Konjunktion mit der Annahme einer in den Schwierigkeiten von
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Aufgabenkomponenten linearen Logit-Funktion die Annahme ganz spezifischer,
aber nicht explizit gemachter Abhéngigkeiten zwischen den Lésungskomponen-
ten bedeutet, ist bereits in Abschnitt 4.6.3 ausfiihrlich diskutiert worden: eine
zunédchst harmlos wirkende Annahme (lineare Logit-Funktion) impliziert Annah-
men iiber Abhéngigkeiten, deren psychologische Struktur vollig unklar bleibt, die
aber bei der Interpretation der Messungen mitgedacht werden miissen.

Es soll nun anhand eines von Vorberg & Schwarz (1990) diskutierten Beispiels
verdeutlicht werden, dass insbesondere die Forderung nach spezifischer Objekti-
vitat keineswegs notwendig erfiillt werden kann.

Vorberg et al.s Untersuchungen wurden durch eine Arbeit Mickos (Micko,
1969) angeregt. Mickos Idee war, der Forderung Raschs nach Separierbarkeit von
Personen- und Stimulusparametern zu folgen und fiir Reaktionszeiten, die ja auch
in testpsychologischen Fragestellungen eine Rolle spielen kénnen, ebenfalls ein
Rasch-Modell anzusetzen. Er ging dabei von der multiplikativen Parametrisie-
rung (4.3.4), Seite 214, aus. Seinem Ansatz zufolge kann die Verteilung einer
Reaktionszeit bei der i-ten in der Form (Vorberg et al.s Notation)

1
Fi<7' < t)

St)= W (5.0.79)

dargestellt werden%. Hierin ist a(4) jetzt eine Funktion, die die i-te Person charak-
terisiert, und b(t) ist eine Funktion der Zeit, die beliebig ist bis auf die Restriktion,
dass F; eine Verteilungsfunktion sein mufl. Formt man (5.0.79) nach dem Produkt
a(7)b(t) um, so erhélt man

Fi(t)

) = T p

Also muB a(i)b(t) > 0 fiir alle ¢ und ¢ gelten. Nimmt man a(i) > 0 an, folgt
b(t) — oo fiir Fi(t) — 1, und b(t) — 0 fiir F;(t) — 0. Also mul 0 < b(¢t) < oo
gelten. Eine Verteilungsfunktion fiir Zeiten heifit Rasch-reprisentierbar, wenn sie
in der Form (5.0.79) dargestellt werden kann.

Nun gibt es Modelle, die die Struktur von Reaktionszeiten abbilden. Eines
geht auf Donders (1868) zurtick: es wird angenommen, dass bei bestimmten kom-
plexeren Aufgaben die Losung im seriellen Abarbeiten von Teilaufgaben besteht,
fiir die eine jeweils zufillig verteilte Zeit vergeht. Es ist ein Modell serieller In-
formationsverarbeitung. Die Gesamtzeit bis zur Losung ist dann die Summe 7T
dieser Teilzeiten, etwa

T=5+S+--+85,, (5.0.80)

wobei die S; die Teilzeiten sind. Die Verteilungsfunktion fiir T, F((t) = P(T < t),
héngt dann von den Verteilungsfunktionen fiir die S; ab und davon, ob die S

%Dem dem Rasch-Modell dquivalenten Verteilungsmodell 15st eine Person die g-te Aufgabe,
wenn P(n > kg) = dog/(14d0y). Dann ist P(n < kg) = 1/(1+doy); dieser Ausdruck entspricht
einer Verteilungsfunktion.
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stochastisch unabhéngig sind oder nicht. Bei einer alternativen Klasse von Model-
len wird angenommen, dass n Teilprozesse parallel und unabhéingig voneinander
ablaufen. Die Reaktionszeit ist die Zeit, die der am schnellsten ablaufende Pro-
zess bendtigt, um die Aufgabe zu losen. Die Begriffe der seriellen bzw. parallelen
Prozesse miissen noch ein wenig spezifiziert werden, worauf hier nicht weiter ein-
gegangen werden kann. Vorberg & Schwarz’ Befund ist jedenfalls, dass fiir eine
sehr allgemeine Klasse dieser beiden Modelle keine Rasch-représentierbare Ver-
teilungsfunktion gefunden werden kann.

Es handelt es sich bei den genannten Modellen um grundlegende Modelle,
die fiir bestimmte Aufgabentypen modifiziert werden kénnen. Der Punkt ist,
dass solche Modelle offenbar nicht im Rahmen des Rasch-Modells diskutiert wer-
den konnen. Fordert man also fundamentale Messungen im Rahmen des Rasch-
Modells, so schlieit man derartige Modelle grundsétzlich aus der Betrachtung
aus. Die Implikation ist, dass die Forderung nach Rasch-Messbarkeit ausschlief3t,
dass Prozesse entweder seriell oder parallel ablaufen kénnen. Natiirlich gibt es
keinen direkten Zusammenhang zwischen der messtheoretischen Forderung und
der Art, in der Informationen im Gehirn verarbeitet werden. Die messtheoretische
Forderung erzwingt aber, wenn man sie denn ernst nimmt, dass bestimmte Arten
von Informationsverarbeitung gar nicht existieren kénnen. Es fillt schwer, diese
Implikation nicht als abstrus zu empfinden.

Vorberg et al. stellten dann noch die Frage, ob es iiberhaupt eine prozessori-
entierte Interpretation des Mickoschen Ansatzes gibt. Diese gibt es: die entspre-
chenden Verteilung 148t sich als zusammengesetzte (compound) Verteilung des
Maximums einer Stichprobe von zufilligen Verdnderlichen darstellen:

oo
Fi(t)=Y_ P(N; =m)P <k€g{?§M} Oy < t> , (5.0.81)
m=1

wobei die C} unabhingige und identisch verteilte (iid) zufillige Verdnderliche
mit der Verteilungsfunktion Fj(t) und die Stichprobenumfinge N; geometrisch
verteilt sind, P(N; = m) = ¢;;(1 — ¢;;)™ 1. Natiirlich muf ¢;; < 1 sein; dies
impliziert wiederum, dass die Verteilungen als Verteilungen zufélliger Maxima von
iid-Variablen® einer bestimmten Verteilung, etwa Fy, dargestellt werden koénnen.
Vorberg & Schwarz zeigen, dass die Rasch-représentierbaren Verteilungen auch
als zufillige Minima dargestellt werden kénnen:

Fi(t)=1- Z P(N; =m)P <k€{r1ninM} Cr > t) , (5.0.82)
—

wobei die IV; wieder geometrisch verteilt sind. Wie die Autoren ausfiihren, be-
steht das Problem bei den Losungen (5.0.81) und (5.0.82) allerdings darin, die

56jid = independent and identically distributed; die in der Statistik iibliche Abkiirzung fiir
unabhéngige, identisch verteilte Variablen.

279



Forderung nach der geometrischen Verteilung der /N; zu motivieren, — man hat
im Prinzip keine Freiheiten bei der Modellierung des zur Diskussion stehenden
Prozesses mehr. Vorberg & Schwarz zeigen weiter, dass Rasch-reprisentierbare
Verteilungsfamilien nur eine Skalenfamilie b(¢) zulassen, ndmlich Skalen der Form

b(t) = rt*, (5.0.83)

wobei r und s Konstante sind. Diese Implikation beziiglich der urspriinglich als
nicht weiter festgelegt gedachten Funktion b(t) zeigt, wie drastisch die messtheo-
retische Forderung

"To construct measures, we require orderly,cooperating, noncrossing
curves like Rasch curves ... This means that we must take the trou-
ble to collect and refine data so that they serve this clearly defined
purpose ...” ( Wright (1997), zitiert nach Andrich (2004), p. 13).

nach einer a-priori-Wahl des Rasch-Modells die Menge der Prozesse, die mit dieser
Wahl kompatibel sind einengt.

Man mag argumentieren, dass in "normalen” Tests ja gar keine Prozessmodelle
betrachtet werden. Personen werden nur durch einen Parameter 6 charakterisiert,
damit sei man ja schon fertig. Abgesehen davon, dass die Charakterisierung durch
einen konstanten Parameter bereits eine Vereinfachung darstellt, ist aber doch gar
nicht gesichert, dass keine Wechselwirkung zwischen der Ausprigung der gemes-
senen Féhigkeit und der Schwierigkeit eines Items besteht. Ein guter Kopfrechner
muf} das Grofle Einmaleins nicht auswendig lernen, er kann womdoglich in der glei-
chen Zeit, in der jemand, der gar nicht kopfrechnen kann, aber das Einmaleins
perfekt auswendig gelernt hat, die Antwort auf eine gegebene Frage errechnen.
Aber der Kopfrechner und der Lerner kénnen auf die gleiche Anzahl geloster bzw.
korrekt beantworteter Fragen kommen und bekommen also den gleichen Fahig-
keitsparameter zugeordnet, — obwohl voéllig verschiedene kognitive Fahigkeiten
gemessen wurden.
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A Anhang

A.1 Cohens « fiir P, -0 und P. — 1
Aus (2.7.36) folgt

lim apapPr + (1 - B4)(1—Bp)(1—PF) = (1 - Ba)(1 - Bg),

P.—0

und aus (2.7.37) erhélt man limp_ (1 —a4)(1 —ap)P.+Bafp(l—P.) = BaBB.
Also erhilt man

Jim Py = I;TIQOP(CH + pm P(C-)=(1-pa)(1—-PB)+Bafp (ALl
Nach (2.7.21) kann P, in der Form

P,=P(A,)P(B,) + P(A_)P(B_) (A.1.2)

geschrieben werden. Nach (2.7.27) ist aber limp, _,o P(A4+) = 1—84, limp,_,0 P(B4)

1 — Bp, und limp,_,0 P(A_) = 1 — limp,,o P(A}+) = Ba, limp,_,0P(B-) =
1 —limp, 0 P(B+) = Bp. Also ist

Am FPe = (1—B4)(1~fBp) — Babp. (A.1.3)

So erhélt man schliefilich (vergl. (A.1.1)

I;Tiglo(Po—Pc) = (1-Ba)(1-BB)+BaBe—((1-B4)(1-BB)+Lafp) =0 (A.14)

und damit
lim k= 0. (A.1.5)

P.—0

In vollig analoger Weise zeigt man, dass

lim x = 0. (A.1.6)

Pr—1

A.2 Erwartungswerte, Varianzen, Kovarianzen und Korrelatio-
nen

Es sei X eine zufillige Veriinderliche, und es mogen n "Messungen” (Realisierun-

gen) von X vorliegen. Dann 148t sich das arithmetische Mittel der z;,i =1,...,n
berechnen:
1 n
T=— le (A.2.1)

Die z; mogen in k Gruppen mit jeweils identischen Werten vorliegen, und zwar
n1 Werte in der ersten Gruppe, alle Messungen in dieser Gruppe haben den Wert
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x1. In der zweiten Gruppe mit ny Werten haben alle Messungen den Wert zo,
etc. Dann 148t sich z in der Form

k k
E njx; = E
J=1 Jj=1

schreiben. Man kann p; als eine Schiatzung der Wahrscheinlichkeit p;, dass X den
Wert z; annimmt, auffassen.

xr =

S|
3|3

k
Loy = Zﬁjxj (A.2.2)
j=1

Z ist der Mittelwert — das arithmetische Mittel — fiir eine gegebene Stichpro-
be von Messwerten. Man stelle sich fiir den Moment vor, dass man alle Werte
von X messen kénnte und dann von diesen Messungen das arithmetische Mittel
berechnen wiirde. Dieser Mittelwert wird als Frwartungswert von X bezeichnet.
Die Bezeichung fiir den Erwartungswert ist £(X); in diesem Skriptum wird aber
die neuere Bezeichnung E(X) gewéhlt, weil sie eindeutiger ist und vor Verwechs-
lungen schiitzt; so wird gerade in der Testtheorie der Messfehler oft mit dem
Buchstaben E bezeichnet.

Zufallige Verdnderliche koénnen diskret oder kontinuierlich bzw. stetig sein.
X ist diskret, wenn die moglichen Realisierungen (Messungen) durchnummeriert
werden konnen, also in der Form X;, X9, X3, ... angeschrieben werden kénnen.
Beispiele ergeben sich aus dem Miinzwurf: X = 1, wenn etwa der Kopf oben liegt,
X = 0, wenn die Zahl oben liegt, oder umgekehrt. Jedenfalls kann X nur zwei
Werte anehmen. Beim Wiirfeln kann X die Werte X1 =1, X5 = 2,... Xg = 6
annehmen. Die mogliche Anzahl von X-Werten kann auch unendlich sein, etwa die
Anzahl der Versuche, eine bestimmte Aufgabe zu 16sen. X ist stetig, wenn X alle
Werte aus einem Intervall der reellen Zahlen annehmen kann, wobei das Intervall
auch (—oo, 00) sein kann. Ist X zB eine Reaktionszeit, so sind die moglichen Werte
alle Zahlen aus dem Intervall (0, 00). Fiir den Erwartungswert von X ergibt sich
dann die Definition

Zj DPjTj, X ist diskret
E(X) = (A.2.3)
[T af(z)dz, X ist stetig

Da man kaum jemals alle moglichen Realisierungen von X "messen” kann, scheint
der Erwartungswert zunéchst garnicht angebbar zu sein. Andererseits enthélt die
Definition (A.2.3) die Wahrscheinlichkeiten p; bzw. die Dichtefunktion f. Damit
wird E(X') berechenbar, wenn man bestimmte Annahmen iiber die p; bzw. iiber f
macht. Der Erwartungswert hiangt also nicht nur vom Wertebereich der Variablen
X ab, sondern auch vom Wahrscheinlichkeitsmaf}, das X zugeordnet wird.

Beispiele: Bei einer Miinze liege der Kopf mit der Wahrscheinlichkeit p oben,
und die Zahl mit der Wahrscheinlichkeit ¢ = 1 — p. Die zufillige Verdnderliche
nehme die Werte X = 1 (Kopf) und X = 0 (Zahl) an. Der Erwartungswert ist
dann

E(X)=p-14¢q¢-0=p-1=p. (A.2.4)
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Bei dieser Definition von X kann E(X) also keinen Wert annehmen, den X bei
einem beliebigen Miinzwurf annimmt. Hat man nun eine konkrete Folge von Re-
sultaten eines Miinzwurfexperiments vorliegen, etwa 0, 1, 1, 0, 0, 1, 0, 1, 1, 1,
so kann man das arithmetische Mittel der Werte berechnen: nach (A.2.2) ist
z =1(6/10)-14(4/10)-0 = 6/10 = p. p ist die relative Hiufigkeit, mit der "Kopf”
oben lag und ist damit eine Schitzung der Wahrscheinlichkeit p. Es steht einem
natiirlich frei, X anders zu definieren, etwa X = +1, wenn nach einem Wurf
"Kopf” oben liegt, und X = —1, wenn "Zahl” oben liegt. Der Erwartungswert ist
in diesem Fall

E(X)=p-14+q-(-1)=p—q=p—1+p=2p—1. (A.2.5)

Fiir die iibliche Annahme p = 1/2 erhélt man den Erwartungswert E(X) =
0. Logisch ist diese Definition von X gleichberechtigt mit der ersten, die aber
den praktischen Vorteil hat, dass E(X) einer Schétzung von p entwpricht. Man
beachte, dass der logischen Moglichkeit, dass die Miinze auf dem Rand stehen
bleibt, in diesen beiden Beispielen die Wahrscheinlichkeit 0 zugeordnet wurde;
diese Zuordnung ist zwar plausibel, weil die Anzahl der Male, bei denen eine
Miinze auf dem Rand stehen bleibt, verschwindend gering ist, die Annahme einer
Wabhrscheinlichkeit von Null ist aber keineswegs logisch zwingend.

Beim Wiirfel hat man X; = j, j = 1,...,6. Der Erwartungswert ist dann
E(X)=pi-14+p2-2+---+ps-6, (A.2.6)

wobei p; die Wahrscheinlichkeit fiir die Augenzahl j ist und natiirlich ) | jpi=1
gelten muB. Nimmt man an, dass p; = p fiir alle j gilt, so folgt p = 1/6 und man
hat

6 6
, . 16(6+1
E(X) = E pj]:pg i=5 (2 =35 (A.2.7)
j=1 j=1

Wieder ist E(X) nicht gleich einer der moglichen Realisierungen von X.

Abschlielend werde noch der Fall einer unendlich grofien Anzahl von Wer-
ten von X betrachtet. X sei die Anzahl der Versuche bis zum ersten Versuch,
bei dem eine schwierige Aufgabe gelost wurde. Die Wahrscheinlichkeit, dass bei
einem einzelnen Versuch die Aufgabe gelost wird, sei p < 1, und es werde die
(vereinfachende) Annahme gemacht, dass alle Losungsversuche voneinander (sto-
chastisch) unabhéngig sind und p konstant bleibt. Es mufl geklirt werden, was
mit der Ausdrucksweise ” bis zum ersten Versuch” gemeint ist: X kann die Anzahl
der Versuche sein, bei denen die Aufgabe nicht gelost wurde, der erste Versuch,
bei dem die Aufgabe gelost wurde, ist dann der (X + 1)-te Versuch. Oder man
hat in X —1 Versuchen die Aufgabe nicht gel6st und 16st sie beim X-ten Versuch.
Ist  die Anzahl der Miferfolge, so tritt der Erfolg beim (z + 1)-ten Erfolg ein
und man hat

E(X) =35 P(X=j) =3 j1—py = L. (A.2.8)
j=1 j=1 p
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Setzt man x gleich der Gesamtzahl der Versuche, so ergibt sich der Erwartungs-
wert

E(X) = — (A.2.9)

Es sei nun X die Zeit, die eine Person benétigt, um eine Aufgabe zu losen, und
die Zeit sei exponentialverteilt, d.h. f(z) = Aexp(—Az). Der Erwartungswert ist
dann

& 1
E(X) = )\/ zexp(—Az)dr = X (A.2.10)
0

Es seien X;,..., X, zufillige Verdnderliche. Die folgenden Aussagen ergeben sich

direkt aus der Definition des Erwartungswerts:
E(a) = a, a eine Konstante (A.2.11)
EXi+--+X,) = EX)+- - +E(X,), (A.2.12)
E(aX +b) = aE(X)+0b, aund b Konstanten  (A.2.13)

Momente einer Verteilung: Das k-te Moment einer zufilligen Verdnderlichen
X ist gleich dem Erwartungswert der k-tem Potenz von X:

M, = E(XF). (A.2.14)

Die Varianz: Die Varianz einer zufilligen Verdnderlichen ist der Erwartungswert
der "Abweichungsquadrate” (X — E(X))?:

V(X) = E[(X — E(X))?] = E(X?) - E*(X), (A.2.15)

d.h. V(X)) ergibt sich als Differenz des 2-ten Moments von X und der 2-ten Potenz
— also dem Quadrat — des Erwartungswertes.

Die Kovarianz: X und Y seien zwei zufillige Verdnderliche mit den Erwar-
tungswerten E(X) und E(Y'). Die Kovarianz K(X,Y) von X und Y ist der Er-
wartungswert der Produkte (X — E(X))(Y —E(Y)),

K(X,Y) = E[(X - E(X))(Y —E(Y))] = E(XY) - E(X)E(Y).  (A.2.16)

K(X,Y) ergibt sich also als Differenz des Erwartungswerts der Produkte XY und
dem Produkt der Erwartungswerte F(X) und E(Y'). Sie die Variablen X und Y
stochastisch unabhéngig, gilt E(XY) = E(X)E(Y) und man erhélt K(X,Y) = 0.
Fiir den Spezialfall X =Y erhélt man offenbar

K(X,Y) =E[X —E(X)]? = V(X). (A.2.17)
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Lineare Transformationen und Summen: Es sei Y = aX + b eine lineare
Transformation von X. Fiir den Erwartungswert von Y erhélt man nach (A.2.13)
E(Y) = aE(X) + b, und fiir die Varianz von Y ergibt sich

V(Y) =E[aX +b—aR(X) - b)? = ’E[X — E(X))? =a®V(X). (A.2.18)

Nunsei Z = X+Y, wobei X und Y zuféllige Variablen mit den Erwartungswerten
E(X) und E(Y) und den Varianzen V(X ) und V(Y") sowie der Kovarianz K(X,Y).
Fiir die Varianz V(Z) von Z ergibt sich nun

V(Z) = VX+Y)=EX+Y -E(X)-E(Y)]?=
E[(X —E(X))* + (Y = E(Y))? - 2(X — E(X))(Y - E(Y))]
und nach (A.2.12)
V(X +Y) = E[(X -EX))?+E[(Y -E(Y)) - 2K(X,Y)
= V(X)+V(Y)-2K(X,Y). (A.2.19)
Offenbar gilt
V(X +Y) =V(X)+ V() (A.2.20)

dann und nur dann, wenn X und Y stochastisch unabhéngig sind, wenn also
K(X,Y) = 0 gilt.

Es sei U = aX + b, V = ¢Y + d. Die Kovarianz K(U, V') 148t sich iiber die
Kovarianz K(X,y) von X und Y ausdriicken. Es ist ja

K({U,v) = E[(aX +b)(cY +d)] —E(aX + b)E(cY + d)]
= acK(X,Y), (A.2.21)

wie man durch Ausmultiplizieren und Beriicksichtigung der Sétze iiber Erwar-
tungswerte leicht verifiziert.

A.3 Aquivalenz der Definitionen von Itemfunktionen

Gegeben seien n dichotome Items mit den Indikatorfunktionen X; = {0,1}. Die
folgenden Wahrscheinlichkeiten werden fiir den Aquivalenznachweis benétigt:

P(X; =1), j=1,...,n
P(Xizl,ijl), Z',j:1,...,n,i7éj
PX;,=1,X;=1,X,=1), i, j,k=1,....n, i #j# k,etc (A.3.1)

P(X1=1,Xo=1,..., X, =1),

Diese Wahrscheinlichkeiten entsprechen den insgesamt 2™ moglichen Antwortmu-
stern (response patterns):

<T>+<Z>++(2) (41—
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Es wird nun angenommen, dass fiir jede der binéren Variablen X; eine "unterlie-
gende” (underlying) oder latente Variable {; existiert derart, dass

)L &G
X; —{ 0. sonst (A.3.2)
Die &; konnen zu einem Vektor E = (&,...,&,) zusammengefasst werden, fiir
den eine faktorenanalytische Reprisentation der Form

=i+ A7+¢ (A.3.3)

angesetzt werden kann; A ist eine n x r-Matrix mit Faktorladungen oy, j =
1,...,n, k=1,...,r, d.h. es kann eine latente Struktur mit » > 1 Dimensionen
angenommen werden (dies kann stets angenommen werden und schrinkt also die
Allgemeinheit der Aussage nicht ein). Z'ist ein Vektor mit Faktorenscores, und €
ist der iibliche Fehlervektor.

Es sei S irgendeine nicht-leere Teilmenge der Items I, ..., I,. Fiir gegebenen,
fix gehaltenen Vektor Z gilt nun lokale oder bedingte Unabhéngigkeit fiir die X,
jes
P(nesX; = 1) = [] P(x; =
JES
Die unbedingte Wahrscheinlichkeit, dass alle X; = 1 fiir j € S, erhélt man durch
Integration iiber alle 2, d.h.

P (NjesX; =1) / / [P, =15)n(z)dz (A.3.4)
X jes

Hierin ist h(2) die -apriori-Verteilung der Komponenten von Z, und P(X; = 1|2)
ist die Itemfunktion.

Nun gilt
P(NjesXj=1) = P(Njes§; < 75]2) (A.3.5)

_ / / (Njest < 1D (E)dZ (A.3.6)
_ / [1 P& < 719z (A.3.7)

X jes

Die komponenten von £ sind, fiir fixen Vektor Z, unabhéngig, weil ja die Fehler
in € unabhéngig sind. Wegen (A.3.3) gilt weiter

\
P& <mjlz) = Pluj+ej+) ajz <72
k=1

T
_ P|:(3j<7j_uj_2k:1ajkzj

gj gj

]

- R [Tj A EZ:lO‘j’“zﬂ'] . (A.3.8)

gj
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Hierin ist R[] die Verteilungsfunktion von e;/c;. Fiir die Itemfunktion (response
model) gilt andererseits

P(Xj = 1|27) =G <)\j0 + Zr:/\jk> . (A.3.9)
k=1

Die Modelle sind dquivalent wenn (i) G = R und (ii)

T3~ Hj Qjk .

J J J

, und A\jp = ,J=1,...,n
gj 03

/\j() =

Fiir jedes Response- (Itemfunktion) Modell 148t sich ein UV- (underlaying varia-
ble) Modell finden und umgekehrt. Insbesondere hat man

1

Glu) = 14+e v

= R(ej/aj). (A.3.10)

Links steht die Verteilungsfunktion fiir eine logistisch verteilte Variable mit Er-
wartungwert 0 und Varianz 72 /3, und deshalb ist auf der rechten Seite e; logistisch
verteilt mit Erwartungswert 0 und Varianze 0?772/ 3.

Implikation: Aus der Aquivalenz folgt, dass die Parameter 7j, pj und «;g nicht
individuell schatzbar sind. In der Likelihoodfunktion sind nur die Parameter

7j =
Bj =
0j

schétzbar. i

A.4 Cronbachs a: Beweis von Satz 3.2.1

Es ist

V(r)
Zut Vereinfachung der Notation werde 0]2 = V(75), 0i; = K(7;,7;) gesetzt. Es gilt
V(r) = Z 0]2 + Z Oij (A4.2)
j oy
V(X) = Y V) + ) oy (A.4.3)
J i#]
wobei von der Identitét (?7?) (Seite ??) Gebrauch gemacht wurde, die hier die

Form K(Y;,Y;) = K(r;, 7j) = 0y; annimmt. Nun gilt allgemein die Ungleichung®”

20 < 0} + 07, i#]. (A.4.4)

57 Riir beliebige Zahlen z; und y; gilt > (@i — yi)2 =>. 2 + > yf — 2% . xiys > 0, so
dass >, z? + > yZ > 2 > xiys. Haben die x; und y; den Mittelwert Null, so entspricht diese
Ungleichung der Ungleichung o? + 0]2- > 2044, 045 die Kovarianz der x; und y;.
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Dann gilt auch

2> oy <Y (07 +03). (A.4.5)
i#] i#]
Es ist
ZZ(O’? —i—a?-) = 2(034-0]2) —i—Z(JE —i—ajz), d.h.
i i= i)
ZnZUg = 2202-2 —1—2(0? —1—0]2-), (A.4.6)
i i i#j

denn }, Zj(az'z + U?‘) =n),; 07 + an ‘7]2' =2n)", 07, weil ja 35,07 = Zj ‘7]2‘7
und Zi:j(a? —i—ajz-) =Y (0?+0?) =202 Aus (A.4.6) und (A.4.5) folgt dann

weiter
20n—1)) o7 => (07 +07) =2 0, (A.4.7)
J i#j i#]
d.h. aber

1

2

2 o; > p—] g , T (A.4.8)
J i#j

Nach (A.4.2) gilt

V() :ZUJQ--FZUU > ﬁzamﬁ-ZUij = nil ZUU'
J

i#] i#] i#] i#]

Aus (A.4.3) erhélt man V(X) — >, V(Y;) = >_,,; 0ij, so dass

Vir o _n V)3,V n (1 ZjV(Yj)>
V(X) " n-1 V(X) -1\ VX)) )’

Pxx’ =

und dies ist (3.2.46). O

B Theorie des Messens

B.1 Grundbegriffe der Messtheorie

v. Helmhotz bemerkte, dass elementare physikalische Gréflen wie Masse und Lén-
ge die gleiche Struktur haben wie die positiven reellen Zahlen (R, ), zusammen
mit der Ordnungsrelation > und der Addition + (Narens & Luce, 1986). Misst
man etwa die Lange von Objekten und ist die Linge des Objekts b grofler als
die des Objekts a, so kann man diesen Sachverhalt durch a < b ausdriicken und
Mafzahlen z = ¢(a), y = ¢(b) schreiben, wobei z,y € RT und x < y gilt. s ist
eine Regel, nach der reele Zahlen Objekten zugeordnet werden derart, dass die
Relation < b durch =z < y widergespiegelt wird. Sind die Objekte gleich lang, so
kann man a ~ b schreiben, und = = ¢(a) = ¢(b) = y. Analoge Betrachtungen

288



gelten fiir die Masse der Objekte. Man kann auch zwei Objekte aneinander legen
und die Lénge bzw. Masse dieser Kombination dieser Objekte bestimmen; man
spricht dann von einer Verkettung (concatentation) a @ b, der der Messwert x +y
entspricht. Ist M die Menge der zu messenden Objekte und wird ein bestimmtes
Merkmal betrachtet, das gemessen werden soll, so kann man diese Menge durch
M = {M, <, ®} reprisentieren; M ist ein empirisches Relativ oder eine qualitati-
ve Struktur, der eine bestimmte numerische Struktur X = {R*, >, 4} entspricht.
Die Idee des Messens ist nun, dass der Struktur der Objekte (beziiglich des ge-
messenen Merkmals) eine bestimmte Struktur in den reellen Zahlen entsprechen
soll. Dazu muf} die Funktion ¢ geeignet definiert werden. Der Verkettung & soll
etwa die Operation der Addition, +, entsprechen, und es soll gelten

6(a®b) = ¢(a) + H(b). (B.1.1)

Wenn M die Objektmenge ist und R die "Bild”menge (die Zahlen ¢(a) sind
"Bilder” der Objekte a € M), so kann man sagen, dass die durch @ definierte
Struktur in M auf die Bildmenge iibertragen wird; man spricht von einem Homo-
morphismus. Allgemein sind Homomorphismen strukturerhaltende Abbildungen
von Mengen in Mengen. Bei Langen und Massen hat man sicher die Bedingungen
(i) @ =< b genau dann, wenn ¢(a) > ¢(b), und (ii) wenn (B.1.1) gilt. Die Menge
der Homomorphismen fiir die Merkmale Masse und Léange ist nicht eindeutig; hat
man zwei Abbildungen ¢; und ¢s, so kann man allerdings zeigen, dass sich ¢ und
¢2 nur durch einen Faktor unterscheiden, — man ist frei, eine Einheit zu wéhlen.
Die Abbildung ¢ definiert eine Skala, und Skalen mit verschiedenen Einheiten
konnen durch Wahl eines geeigneten Faktors aufeinander bezogen werden.

Extensive Quantititen: Ein zentraler Begriff in der Messtheorie, der erldautert
werden sollte. Der Mathematiker Holder%® fiihrte ein Axiom ein, mit dem bereits
Archimedes den Begriff des Koninuums klarer definieren wollte, wie es heifit als
eine Reaktion auf die Paradoxien, die Zenon aufgestellt hatte®®. Es sei M eine
Menge von Stdben, die der Lénge nach geordnet werden kénnen, ¢ =< b mit
a,b € M soll heiflen, dass der Stab b mindestens so grof3 wie a ist. Die Verkettung
von a und b, also a®b, soll bedeuten, dass man a und b so aneinander legt, dass sie
einen neuen Stab bilden. Fiir a finde man nun einen Stab a1 mit a ~ a1, wobei ~
bedeutet, dass @ und a; gleichlang sind. Dann soll ein weiterer Stab as gefunden
werden mit a ® a1 ~ ag, etc. Es entsteht eine Standardfolge a1, as, ..., a, auf der
Basis a. Der Punkt dabei ist, dass jede begrenzte Teilfolge einer Standardfolge
endlich ist. Holder nahm nun an, dass M =< M, =X, ® > durch fiinf Eigenschaften
charakterisiert wird.

1. Schwache Ordnung: Die Relation < ist transitiv, d.h. ausa <bund b < ¢

580tto Ludwig Holder (1859 - 1937)

59Nach Zenon fiihrt die Idee, eine zetiliche oer riumliche Ausdehnung aufteilen zu wollen, in
die Irre. Bekannt ist die Paradoxie, derzufolge Achilles eine Schildkréte nicht einholen kann, oder
ein Pfeil nicht von A nach B fliegen kann.
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folgt a < ¢, fir a,b,c € M. Weiter ist < verbunden, d.h. es gilt entweder
a <boderb=<a.

2. Monotonie: Die Verkettung von Objekten ist ordnungsbewahrend, d.h. fiir
alle a,b,c,d € M gilt, wenn a < ¢ und b < d, dann auch a ® ¢ X b ® d.

3. Losbarkeit: Fiir alle a,b € M und a < b existiert ein ¢ € M derart, dass
a<bdec.

Mit diesem Axiom wird — zusammen mit den anderen Axiomen — angenom-
men, dass es beliebig kleine Ausdehnungen gibt. Denn a < b heifit zwar,
dass sich a und b unterscheiden /a ist grofler als b), aber sie kénnen sich
auch nur beliebig wenig unterscheiden. Dies heifit wiederum, dass man noch
eine beliebig kleine Grofle zu b addieren kann und a ummer noch gréfer ist
als die Verkettung von b und c.

4. Positivitit: Verkettet man Objekte, so ergibt sich stets ein Objekt, das
grofler ist als jedes der Objekte allein. Also fiir a, b € M gilt sowohl a®b < a
als auch a ® b < b.

5. Assoziativitit: Verkettet man drei oder mehr Objekte, so kommt es nicht
auf die Ordnung, in der verkettet wird, an. Fiir alle a, b, ¢ € M soll demnach
a® (bdc)=(a®b)® c gelten.

Eine (Archimedische) Struktur M =< M, <, ® > | die den Axiomen 1 — 5 geniigt,
heifit extensiv und kann in die Menge R™ der reellen Zahlen abgebildet werden,
mit "+” als Operation, die der Verkettung entspricht. Die Axiome 1, 2, 4 und
5 sind notwendig, damit die Reprisentation in der Menge der reellen Zahlen
additiv ist. Das Axiom 3 heifit strukturell, weil es den Fokus auf Strukturen mit
einer additiven Eigenschaft begrenzt.

Fundamentale Messung und Skalen: Campbell (1920) argumentierte, dass
elementare Messungen notwendig extensive Messungen seien; die korrespondie-
renden Skalen nannte er 'fundamental’, im Unterschied zu den ’abgeleiteten’ (de-
rived) Messungen, die solche Skalen voraussetzen. Masse, Lange, Temperatur etc
seien fundamentale Messungen, wiahrend etwa die Messung eines Impulses p, de-
finiert als Produkt m v der Masse m und Geschwindigkeit v eines Koérpers, eine
abgeleitete Messung ist, weil der Impuls eben aus den fundamentalen Gréflen m
und v zusammengesetzt ist.

Aus Diskussionen iiber die Moéglichkeit fundamentaler Messungen in der Psy-
chologie ergab sich der Begriff des Skalentyps, wie er von Stevens (1946) und
(1951) eingefiihrt wurde. Skalen werden demnach iiber die Menge von zulédssigen
Transformationen definiert. Bekanntlich kann man eine Temperatur in Celsius
oder in Fahrenheit messen; die Mafizahlen sind dann zwar verschieden, bedeu-
ten aber dasselbe und kénnen durch eine lineare (besser: affine) Transformation
der Form y = bx + a ineinander iiberfithrt werden. Man kann die Linge einer

290



Strecke in Metern, Kilometern, Zentimetern und Milllimetern messen; die Maf3-
zahlen bedeuten wieder dasselbe und kénnen durch Multiplikation mit einem
geeignet gewihlten Faktor ineinander iiberfithrt werden. Man erhélt etwa die fol-
genden Skalentypen, definiert durch die korrespondierenden Transformationen:
im Allgemeinen werden nur die Typen Nominal-, Ordinal-, Intervall-, Verhéltnis-

Tabelle 20: Skalentypen; R Menge der reellen Zahlen, R™ Menge der positiven
reellen Zahlen, N Menge der natiirlichen Zahlen, N* Menge der positiven natiir-
lichen Zahlen

Skala Transformation Spezifikation
Nominal x — f(x) x € R, f beliebig, aber 1-deutig
Ordinal x = f(x) f streng monoton
Log-Intervall x — sxP x,s,p € RT
Intervall r—br+a x,a,b € R
Diskret-Intervall r— k"x+s k>0,neN, z,seR
Verhéltnis (Ratio) = —ax z,a € R
Diskret-Verhiltnis = — k™ E>0fix,neNT, z€R
Absolut T—x rzeR

und Absolutskala betrachtet, die iibrigen Typen ergeben sich aus grundsétzli-
chen Betrachtungen, auf die hier nicht im Detail eingegangen werden muf} (vergl.
Narens & Luce (1986), Luce & Narens (1987)). Stevens hat keine Begriindung
gegeben, warum nur diese Skalentypen betrachteter werden sollen, und in der Tat
sind weitere Skalentypen inzwischen diskutiert worden. In der Physik gilt, dass
dimensional invariant bei einer Verdnderung der Mafleinheiten sein sollen; diese
Annahme liegt auch dem Tevenschen Skalenbegriff zugrunde: die Spezifikation
zuldssiger Transformationen soll klarstellen, was eine Messung als sinnvoll aus-
zeichnet. Wie Luce & Narens (1986) zu Recht herausstellen, ist die Frage, was
denn allgemein eine sinnvolle wissenschaftliche Aussage charakterisiert, keines-
wegs eindeutig beantwortet (vergl. hierzu auch Cartwright (1983)).

B.2 Verbundmessung (Conjoint Measurement, CM)

Fundamental fiir fundamentale Messungen ist der Begriff der Verkettung (con-
catenation), der in der Physik zunichst problemlos erscheint (s. die Beispiele fiir
Lénge, Gewicht, etc); in der Tat ist der Begriff der fundamentalen Messung fiir
Messungen im Bereich der Physik entwickelt worden. Fiir psychologische Varia-
ble wie Intelligenz, Lautheit, Niitzlichkeit (utility — Entscheidungstheorie) etc ist
dagegen nicht klar, wie der Begriff der Verkettung eindeutig eingefiihrt werden
soll. Nun ist es so, dass viele Groflen von bestimmten Komponenten abhéngen.
In der Physik etwa héngt der Begriff der Kraft F' von denen der Masse m und
der Besdchleunigung b eines Korpers ab, der Begriff des Impulses p ebenfalls von

291



dem der Masse sowie von dem der Geschwindigkeit v. Die Frage ist, in welcher
Form F von m und b abhéngt, und wie p von m und v abhéngt. Seit Newton gilt
F = mb und p = mwv, aber ob man gleichermafien behaupten kann, die Intelligenz
I sei ebenfalls von der rdumlichen Vorstellungskraft p und der rechnerischen F&-
higkeit v in der Form I = pv bestimmt, ist keineswegs klar und mufl empirisch
entschieden werden. Man kann so vorgehen, dass man die Verdnderungen in einer
der Variablen betrachtet, etwa p, wenn v veréindert wird derart, dass I konstant
bleibt. Man erhélt dann Indifferenzkurven, aus denen eventuell Information iiber
das Zusammenspiel von p und v abgeleitet werden kann.

Hier werden also die Auspragungen von Merkmalen zusammen mit den Aus-
pragungen anderer Variablen betrachtet. Man spricht von Verbundmessung oder
conjoint measurement. Die Betrachtung ist in gewisser Weise ganzheitlich (ho-
listisch), und so ist auch der Ausdruck conjoint entstanden: er ist eine Zusam-
menziehung von ”considered jointly”. Im Prinzip ist das Vorgehen bei dieser Art
von Messung so, dass Objekte hinsichtlich einer bestimmten Menge M von Merk-
malen beurteilt und nach Mafigabe eines bestimmten Merkmales z.B. in eine
Rangordnung gebracht werden. Diese Ordnung héngt davon ab, in welcher Wei-
se die verschiedenen Merkmale die Elemente in M definieren. Das Ziel ist, diese
Merkmalskomposition zu identifizieren und dabei die Merkmale auf Skalen zu re-
prasentieren. So kann man physikalische Gegenstédnde nach Mafigabe ihrer Masse
und ihres Volumens rangordnen und daraus Skalen fiir die Masse einerseits und
das Volumen andererseits gewinnen, oder man fiir Paare von Lautstédrken von
Sinustonen eine Rangordnung erstellen lassen, wobei eine Lautstdrke von der
Amplitude einerseits und der Frequenz des Tones andererseits bestimmt wird.
Aus der Rangordnung lassen sich dann Skalen fiir die psychische Reprisentati-
on der Amplituden und der Frequenzen gewinnen. Wichtig ist dabei wieder der
trade-off zwischen den Merkmalen einer Komposition von Merkmalen, der die
Indifferenzkurve bestimmt. Man kann iiberpriifen, bei welchen Variationen der
Auspriagungen der Merkmale in der Komposition der Ort in der Rangordnung
oder das Ausmaf} an Priferenz konstant bleibt. Bei Anwendungen des Verfahrens
etwa in der Marktforschung wird die praktische Bedeutung dieses Sachverhalts
deutlich: man kann den Preis einer Ware (Auto, Fleckenentfernungsmittel, Han-
dy, etc) vorgeben und dann bestimmte Ausstattungsmerkmale so variieren, dass
der Preis konstant bleibt. Auf diese Weise 148t sich dann bestimmen, mit welcher
Kombination von Merkmalen ein Handy fiir gegebenen Preis maximale Attrakti-
vitét fiir prospektive Kéufer hat. In einem ganz anderen Zusammenhang hat man
etwa die Aufgabe, die Elemente einer medizinischen Therapie so zu kombinieren,
dass die Kosten bei konstanter Wirksamkeit minimal werden. Im einfachsten Fal-
le wirken die Merkmale dann additiv zusammen, und man spricht von additiver
Verbundmessung.

Tversky (1967) nennt als Beispiel das Merkmal performance p, das nach der
Hullschen Theorie aus den drei Komponenten a = learning, b = incentive und ¢
= drive multiplikativ zusammengesetzt ist. Man betrachte den Fall, dass a, b, ¢
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und p unabhéngig voneinander bestimmt werden kénnen. Die Frage ist dann, wie
a, b und ¢ zusammenwirken, um p zu bestimmen. Geniigen die Messungen dieser
Variablen bestimmten Kriterien, kénnte die Varianzanalyse Informationen iiber
die Art der Kombination liefern. Allerdings sind oft keine unabh#ingigen Messun-
gen verfiighar; statt dessen liegen nur Rangordnungen beziiglich der gemeinsamen
Effekte der a, b und ¢ auf p vor. Das Messproblem sowie die Frage nach der Kom-
bination sollen dann moglichst simultan geldst bzw. beantwortet werden, wobei
letztere die nach der Uberpriifung einer Hypothese iiber die Kombination sein
kann.

Gegeben sei etwa ein A x B x C faktorielles Design, und (a, b, ¢) bezeichne ei-
ne bestimmte Zelle dieses Designs, mit p als entsprechender abhéngiger Variable.
Ist die Regel additiv, so werden Skalenwerte u(a), v(b) und w(c) gesucht derart,
dass p = u(a) +v(b) + w(c). Die additive (Kompositions-) Regel ist sicherlich ein
Spezialfall; allgemeiner sind Polynome, etwa u(a)(v(b) +w(c), oder u(a)v(b)w(c),
etc. Die additive Regel ist ein Spezialfall eines Polynoms. Allgemein habe man
die "Faktoren” — also unabhéngige Variablen — A, B,..., K, und (a,b, ..., k) sei
eine bestimmte Kombination dieser Stufen, durch die eine abhiingige Variable
p bestimmt wird. Die (a,b,...,k) (beziiglich p) kénnen ranggeordnet werden.
Die Menge der (a,b,...,k) heien Datenstruktur. Eine bestimmte Kombination
(a,b,...,k) heift Datenelement. Eine Kompositionsregel, derzufolge die unab-
héngigen Variablen durch ein Polynom definiert sind, definiert ein polynomia-
les Messmodell. Allgemein 1483t sich ein solches Modell wie folgt charakterisieren
(Tversky (1967), p. 2):

Definition B.2.1 Fine Datenstruktur D gentigt einem polynomialen Messmo-
dell M, wenn eine auf D definierte reellwertige Funktion f existiert und reellwer-
tige Funktionen fa, fB,..., fx auf den Faktoren A, B, ..., K ezistieren derart,
dass fiir jedes Datenelement (a,b, ..., k)

1. f(a,b,..., k)= M(fa(a), fB(D),..., fx(k)) gilt, wobei M ein Polynom (po-
lynomiale Funktion) ist, das durch Summen, Differenzen und Produkten der
fa, .-, [x definiert ist,

2. fir alle x = (a,b,..., k), 2’ = (', V,..., k) gilt:
x>, 2 impliziert f(x) > f(z')
x =, a' impliziert f(x)= f(2). (B.2.1)

Dabei bezeichnen >, und =, die Ordnung, die in den Daten beobachtet wird.

Anmerkungen: f(a,b,..., k) entspricht der im Beispiel genannten Performance
p. M hat im additiven Fall die Form f(a,b,...,k) = fa(a)+ fe(b)+-- -+ fr (k). In
alternativen Formen konnen z.B. Produkte der f4(a), fp(b), ... auftreten. Die f4,
/B, etc sind zu bestimmende Skalenwerte. Die Bedingung 2 fiir x und 2’ driickt
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aus, dass f die Ordung zwischen den Datenelementen (a,b, ..., k) widerspiegeln
muf. ]

Fir + = f(a,b,....k) kann ein numerischer Wert angegeben werden. Hat
x nur eine ordinale Bedeutung, so ist D ordinal. Hat = eine absolute Bedeu-
tung, — etwa als Preis fiir eine Ware, oder Ausprigung eines Merkmals — so heif3t
die Datenstruktur numerisch. Eine numerische Datenstruktur D, ist eine Daten-
struktur D zusammen mit einer reellwertigen Funktion g, die jedem Datenelement
(a,b, ..., k) einen eindeutigen, reellen Zahlenwert zuordnet. g ersetzt die Funktion
f. Entsprechen die Daten einem numerischen Modell, so entsprechen sie auch ei-
nem ordinalen Modell. Die Umkehrung gilt nicht: ein ordinales Modell entspricht
nicht notwendig auch einem numerischen Modell.

Sich ein Messmodell auszudenken, ist eine Sache, es zu iiberpriifen eine an-
dere. Die Uberpriifbarkeit des Modells hiingt davon ab, ob das zu dem Modell
korrespondierende System polynomialer Gleichungen und Ungleichungen losbar
ist.

Systeme, die durch ordinale Datenstrukturen erzeugt werden, heiflen homo-
gen, solche, die durch numerische Datenstrukturen erzeugt werden, heiflen inho-
mogen. Inhomogene Datenstrukturen enthalten numerische Konstante. Ordinale
Datenstrukturen reprisentieren fundamentale Messungen, wihrend numerische
Datenstrukturen abgeleitete Messungen sind. Bei fundamentalen Messungen wer-
den Zahlen nur durch das Messmodell eingefiihrt, wihrend bei abgeleiteten Mes-
sungen numerische Messwerte auf der Basis schon vorher zugeordneter Zahlen
bestimmt werden.

Beispiel B.2.1 Subjektiver erwarteter Nutzen: (Savage, 1954) Gegeben sei
ein Spiel z mit moglichen Ergebnissen (outcomes) o1, ..., 0,. u(0;) sei der Nut-
zen von o;. Die Ergebnisse hdngen von zufilligen Ereignissen eq,...,e, ab; das
Ereignis e; impliziert also das Ergebnis o;. 2’ sei ein Spiel mit den Ergebnissen

o},...,o0,, die von den zufilligen Ereignissen €], ..., e} abhingen, und u(o}) sei

y Uno
wieder der Nutzen von 0. ¢(e;) und ¢(e}) seien die Wahrscheinlichkeiten von e;

bzw. e,. Das Modell des erwarteten subjektiven Nutzens besagt, dass

T >, 2’ genau dann, wenn Zu(oi)d)(ei) > Zu(og)d)(eg), (B.2.2)
i=1 i=1

wobei > 7", u(o;)¢(e;) und Y. u(o})¢(el) die erwarteten Nutzen der beiden

Spiele sind.

Beispiel B.2.2 Hulls und Spencers Performance-Modelle: Es sei p ein
Maf} fiir Performanz, das in einem H x D x K untersucht wird, — H repra-
sentiert Lernen, D "Drive” (Antrieb), K Motivation. Es sei = (h,d, k) und
' = (K,d k') ein beliebiges Paar von Kombinationen von H, D und K. Das
Hullsche Modell postuliert

x >0 2’ genau dann, wenn fy (h)fp(d)Fp(k) > fu () fpo(d)fx(K'). (B.2.3)
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Darin sind fr, fp und fx Skalen fiir Lernen, Antrieb und Motivation. Das
Messmoell erscheint als multiplikativ. Da aber die Ordnung >, monoton mit
dem Logarithmus ist und

log[fu (h) fp(d)Fy(k)] = log fu(h) + log fp(d) + log fx (k),

(analog fiir fr(h') fp(d") fx (k")) ist das Modell dquivalent einem additiven Messmo-
dell, vorausgesetzt die fr etc -Werte sind alle positiv.

Das Modell von Spence postuliert dagegen

x >, ' genau dann, wenn fy (h)(fp(d) + fx(k)) > fu(R)(fp(d') + fx(K)).
(B.2.4)
Um die Modelle (B.2.3) und (B.2.4) miteinander zu vergleichen, miissen alle Va-
riablen H, H un dK simultan variiert werden, — eine ausfiihrliche Diskussion
dieser beiden Modelle findet man in Krantz & Tversky (1966). O

Beispiel B.2.3 Bradley-Terry-Luce-Modell: Es seien z und y zwei "Objekte”
und es soll zwischen beiden nach Mafigabe der Priferenz gewahlt werden. Es wird
angenommen, dass eine Nutzenfunktion v existiert; dann wird postuliert, dass die
Wabhrscheinlichkeit der Wahl von x gemif

I C))
R NTE R (B:25)
gegeben ist. Dann ist p(y,z) = v(y)/(v(x) + v(y)), so dass
p(z,y) _ w(x)
p(Yox) ~ oly) (020

unter der Voraussetzung p(z,y) # 0, p(y, z) # 0. Dies ist das Bradley-Terry-Luce
(BTL-Modell). Das BTL-Modell kann als ploynomiales Messmodell angeschrieben
werden, denn aus (B.2.6) folgt

log p(z,y) —logp(y,x) = v'(z) —v'(y), o' =logv, (B.2.7)
also kann man
p(x,y) > p(w, z) genau dann, wenn u(x) — u(y) > u(w) — u(z) (B.2.8)

schreiben. Da links eine Relation zwischen den Zahlen p(z,y) und p(w, z) steht,
hat man es hier mit einem numerischen Messmodell zu tun. O

Die ausfiihrliche messtheoretische Diskussion des polynomialen CM-Modells
wird in Tversky (1967) gegeben, worauf hier nicht weiter eingegangen werden
kann.
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Parametrisierung

multiplikative, 214, 278

subtraktive, 214
part-whole-correction, 183
partial credit scoring model, 240
pay-off, 94

308



person characteristic function, 49
person reliability, 47
Personenfunktion, 49
positive predictive value, 88
Power, 95
PPV, 88
Préavalenz, 87
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Rasch-Homogenitét, 213
Rasch-Modell, 36

mehrdimensionales, 225
Rasch-représentierbar, 278
Ratingformat, 18

Receiver-Operating-Characteristic, 90

Relativ, empirisches, 289
Reliabilitat, 15, 147

Retest-, 169

Split-Half, 155
replicate measurements, 68
Replikationen, 143
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